
Kruhová inverze

Möbiova rovina je euklidovská rovina doplněná o právě jeden nevlastńı bod
M∞, kterému ř́ıkáme Möbi̊uv bod. T́ımto bodem neprocháźı žádná kružnice
a naopak j́ım procháźı každá př́ımka roviny. V takto doplněné rovině můžeme
dobře definovat zobrazeńı, které se nazývá kruhová inverze.

Mějme Möbiovu rovinu a v ńı kružnici i(S, r). Kruhovou inverźı vzhledem
ke kružnici i rozumı́me následuj́ıćı zobrazeńı:

1. Obrazem středu S kružnice i je bod M∞.

2. Obrazem bodu M∞ je střed S kružnice i.

3. Obrazem libovolného bodu X 6= S a X 6= M∞ je bod X ′ lež́ıćı na
polopř́ımce SX tak, že plat́ı

|SX| · |SX ′| = r2 .

Poznamenejme, že

• je-li bod X ′ obrazem bodu X, pak je i bod X obrazem bodu X ′,

• body na kružnici i jsou samodružné,

• bod lež́ıćı uvnitř kružnice i se zobraźı na jej́ı vněǰśı bod a naopak.

Konstrukce obrazu X ′ libovolného bodu X 6= S, X 6= M∞ a X /∈ i
je založena na Euklidově větě o odvěsně. Tato konstrukce je znázorněna na
následuj́ıćım obrázku pro bod X, lež́ıćı vně kružnice i.
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Z bodu X sestroj́ıme tečnu kružnice i, bod dotyku poṕı̌seme T . Z bodu
T spust́ıme kolmici na př́ımku XS, pata této kolmice je hledaný obraz X ′.
Konstrukci lze použ́ıt též v opačném pořad́ı pro konstrukci obrazu bodu
lež́ıćıho uvnitř kružnice i.

Nyńı si rozmysleme, jak budou vypadat obrazy př́ımek v kruhové in-
verzi. Protože každá př́ımka procháźı bodem M∞, muśı obraz každé př́ımky
procházet bodem S.

• Př́ımka procházej́ıćı bodem S se zobraźı sama na sebe.

• Sečna kružnice i (S /∈ i) se zobraźı na kružnici určenou bodem S a
pruseč́ıky s kružnićı i.

• Tečna kružnice i se zobraźı na kružnici sestrojenou nad pr̊uměrem ST ,
kde T je jej́ı bod dotyku.

• Vněǰśı př́ımka se zobraźı na kružnici uvnitř kružnice i, kterou nejsnáze
urč́ıme jako Thaletovu kružnici nad SP ′, kde P je pata kolmice spuštěné
z S na zobrazovanou př́ımku.
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Podobně si rozeberme, jak vypadá obraz kružnice k.

• S ∈ k, k lež́ı uvnitř i. Obrazem je př́ımka, jej́ıž konstrukce je zřejmá z
předešlého obrázku.

• S ∈ k, k má vnitřńı dotyk s i. Obrazem je tečna kružnice i.

• S ∈ k, k prot́ıná i ve dvou bodech. Obrazem je sečna určená právě
pr̊useč́ıky kružnic k a i.

• Obrazem kružnice, která neprocháźı středem je opět kružnice.

K typickým úlohám na kruhovou inverzi patř́ı Apolloniovy úlohy, tj. úlohy
na sestrojeńı kružnice, která je určena třemi podmı́nkami. Podmı́nkou se
rozumı́ bod, př́ımka či kružnice. Tyto ulohy lze naj́ıt v r̊uzných textech,
proto zde uvedeme jen jednu z nich.
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Př́ıklad 1. Jsou dány kružnice k1, k2, k3 procházej́ı jedńım bodem M . Se-
strojte kružnici l, která se dotýká tř́ı zadaných kružnic.

Řešeńı. Zvolme kružnici i(M, r).
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Zobrazme kružnice k1, k2, k3 v kruhové inverzi vzhledem ke kružnici i.
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Obrazy kružnic k1, k2, k3 jsou př́ımky. Stač́ı tedz sestrojit kružnice, které se
dotýkaj́ı daných př́ımek. Tedy kružnici vepsanou a připsané trojúhelńıku (v
obrázku čárkovaně).
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Nakonec použijeme znovu kruhovou inverzi dostaneme hledaná řešeńı.
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Ještě poznamenejme, že diskusi Apollóniovy úlohy lze naj́ıt např. na
http://is.muni.cz/th/150476/prif_b/Bakalarska_prace.pdf. Mnohem
zaj́ımavěǰśı (alespoň podle mého soudu) jsou úlohy s nepř́ıstupnými pr̊useč́ıky.
Uved’me na ukázku dvě takové.

Př́ıklad 2. Sestrojte kružnici k, která se dotýká př́ımky t v bodě T a procháźı
nepř́ıstupným bodem V , což je pr̊useč́ık r̊uznoběžek a, b.
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Řešeńı. Uvažujme kruhovou inverzi vzhledem ke kružnici i(T, r). Př́ımky a,
b přejdou do kružnic a′, b′, které se (kromě T ) protnou v bodě V ′. Obrazem
hledané kružnice k je př́ımka k′, která procháźı bodem V ′ a je rovnoběžná
s př́ımkou t. (V obrázku je zobrazen i bod V , ale nijak se ke konstrukci
nepouž́ıvá.)
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Př́ıklad 3. Jsou dány dvě kružnice k1, k2 prot́ınaj́ıćı se ve dvou bodech.
Sestrojte jejich společnou tětivu, jestliže jejich středy jsou nepř́ıstupné a je
př́ıstupný jen jeden jejich pr̊useč́ık.

Řešeńı. Uvažujme kruhovou inverzi vzhledem ke kružnici i(A, r). Kružnice
k1, k2 přejdou do př́ımek k′

1, k
′
2, které se protnou v bodě B′. Protože body

A, B, B′ lež́ı na jedné př́ımce, AB′ je hledaná tětiva.
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