Kruhova inverze

Mobiova rovina je euklidovska rovina doplnénd o pravé jeden nevlastni bod
M=, kterému rikame Mobiuv bod. Timto bodem neprochdazi zadné kruznice
a naopak jim prochazi kazda primka roviny. V takto doplnéné roviné muzeme
dobfte definovat zobrazeni, které se nazyva kruhova inverze.

Méjme Mobiovu rovinu a v ni kruznici (S, r). Kruhovou inverzi vzhledem
ke kruznici ¢ rozumime nasledujici zobrazent:

1. Obrazem stfedu S kruznice ¢ je bod M.
2. Obrazem bodu M je stied S kruznice 7.

3. Obrazem libovolného bodu X # S a X # M je bod X' lezici na
polopiimce SX tak, ze plati

1SX|-|SX'| =12,
Poznamenejme, ze

e je-li bod X’ obrazem bodu X, pak je i bod X obrazem bodu X',
e body na kruznici ¢ jsou samodruzné,

e bod lezici uvnitt kruznice ¢ se zobrazi na jeji vnéjsi bod a naopak.

Konstrukee obrazu X’ libovolného bodu X # S, X # M> a X & i
je zalozena na Euklidové vété o odvésné. Tato konstrukce je zndzornéna na
nasledujicim obrazku pro bod X, lezici vné kruznice 1.




Z bodu X sestrojime tec¢nu kruznice 7, bod dotyku popiseme T'. Z bodu
T spustime kolmici na pfimku XS, pata této kolmice je hledany obraz X'.
Konstrukei lze pouzit téz v opacném poradi pro konstrukci obrazu bodu
leziciho uvniti kruznice 1.

Nyni si rozmysleme, jak budou vypadat obrazy piimek v kruhové in-
verzi. Protoze kazdéa piimka prochézi bodem M, musi obraz kazdé piimky
prochéazet bodem S.

e Piimka prochdazejici bodem S se zobrazi sama na sebe.

e Secna kruznice i (S ¢ i) se zobrazi na kruznici uréenou bodem S a
pruseciky s kruznici i.

e Tecna kruznice i se zobrazi na kruznici sestrojenou nad prumérem ST,
kde T je jeji bod dotyku.

e Vngéjsi primka se zobrazi na kruznici uvnitt kruznice ¢, kterou nejsnéze
urcime jako Thaletovu kruznici nad SP’, kde P je pata kolmice spusténé
z S na zobrazovanou primku.
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Podobneé si rozeberme, jak vypada obraz kruznice k.

e S €k, k lezi uvnitt 7. Obrazem je primka, jejiz konstrukce je ziejma z
predeslého obrazku.

e S €k, k ma vnitini dotyk s ¢. Obrazem je te¢na kruznice i.

e S € k, k protina 7 ve dvou bodech. Obrazem je setna urCena prave
pruseciky kruznic k a 1.

e Obrazem kruznice, ktera neprochéazi sttedem je opét kruznice.

K typickym iloham na kruhovou inverzi patii Apolloniovy ulohy, tj. tilohy
na sestrojeni kruznice, kterda je urcena tfemi podminkami. Podminkou se
rozumi bod, pfimka ¢i kruznice. Tyto ulohy lze najit v ruznych textech,
proto zde uvedeme jen jednu z nich.



Piiklad 1. Jsou dany kruznice ki, ko, k3 prochazeji jednim bodem M. Se-
strojte kruznici [, ktera se dotyka tii zadanych kruznic.

Reseni. Zvolme kruznici i(M, 7).
N

Zobrazme kruznice ki, ko, k3 v kruhové inverzi vzhledem ke kruznici 7.

Obrazy kruznic kq, ko, k3 jsou ptimky. Staci tedz sestrojit kruznice, které se
dotykaji danych pfimek. Tedy kruznici vepsanou a pfipsané trojihelniku (v
obrézku ¢arkované).



Jesté poznamenejme, ze diskusi Apolléniovy tlohy lze najit napf. na
http://is.muni.cz/th/150476/prif_b/Bakalarska_prace.pdf. Mnohem
zajimavéjsi (alespon podle mého soudu) jsou ilohy s neptistupnymi pruseciky.
Uvedme na ukdzku dvé takové.

Priklad 2. Sestrojte kruznici k, ktera se dotyka ptimky ¢ v bodé T" a prochézi
nepiistupnym bodem V', coz je prusecik ruznobézek a, b.
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Reseni. Uvazujme kruhovou inverzi vzhledem ke kruznici 4(T', r). Pifmky a,
b prejdou do kruznic o', ¥/, které se (kromé T') protnou v bodé V'. Obrazem
hledané kruznice k je piimka k', kterd prochazi bodem V' a je rovnobézna
s piimkou t¢. (V obrazku je zobrazen i bod V, ale nijak se ke konstrukci
nepouziva.)

Priklad 3. Jsou dany dvé kruznice ki, ko protinajici se ve dvou bodech.
Sestrojte jejich spolecnou tétivu, jestlize jejich stiedy jsou nepfiistupné a je
pristupny jen jeden jejich prusecik.

Reseni. Uvazujme kruhovou inverzi vzhledem ke kruznici i(A,r). Kruznice
k1, ko prejdou do piimek ki, k), které se protnou v bodé B’. Protoze body
A, B, B’ lezi na jedné piimce, AB’ je hledana tétiva.




