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Global Positioning system

27 satelit̊u (24 aktivńıch, 3 záložńı)

výška cca 19 300 km na povrchem Země, cca 2 oběhy denně

z každého ḿısta na Zemi viditelných 4–12 satelit̊u

od 1. května 2000 zrušeno umělé zkreslováńı dat (SA – selective
availability)
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Výpočet pozice – úvod

Satelity ob́ıhaj́ıćı (nejde o stacionárńı družice) Zemi vyśılaj́ı zprávy
obsahuj́ıćı:

čas vysláńı zprávy

polohu satelitu

systémovou informaci o stavu a (p̌ribližné) pozici ostatńıch satelit̊u

Z těchto informaćı chce p̌ŕıjemce (GPS p̌rij́ımač) odvodit informaci o své
poloze.
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Výpočet pozice

Přij́ımač na základě polohové a časové informace [xi , yi , zi , ti ] od alespoň 4
satelit̊u vypočte svoji zdánlivou vzdálenost ri od jednotlivých vyśılač̊u
(pseudorange) za p̌redpokladu, že se signál š́ı̌ŕı rychlost́ı světla.

Vypočtená
vzdálenost od satelitu spolu s jeho polohou p̌ri vysláńı signálu udává sféru
(povrch koule), na ńıž p̌rij́ımač lež́ı. Pr̊useč́ıkem takových dvou sfér je pak
kružnice, obsahuj́ıćı daný bod,
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kružnice, obsahuj́ıćı daný bod,
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Výpočet pozice – pokračováńı

Pr̊useč́ıkem ťret́ı sféry s touto kružnićı jsou pak (obvykle) 2 body.
Výslednou pozici je pak možné určit jako:

ten z pr̊useč́ık̊u, který je bĺıže povrchu Země (v obvyklém p̌ŕıpadě
GPS p̌rij́ımače v autě či v ruce)

ten z pr̊useč́ık̊u, který je bĺıže čtvrté sfé̌re – v tomto p̌ŕıpadě je
rovněž možné pomoćı GPS určit nadmǒrskou výšku, v ńıž se p̌rij́ımač
pohybuje.
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Konečně sĺıbená matematika

Pro zjednodušeńı výpočt̊u je možné bez újmy na obecnosti zvolit
kartézskou soustavu soǔradnic tak, že sťredy sfér (tj. pozice vyśılaj́ıćıch
satelit̊u) jsou v rovině xy (tj. z = 0), jeden ze sťredů dále uḿıst́ıme
v počátku a druhý na ose x . Uvažujme tedy ťri sféry se sťredy v bodech
[0, 0, 0], [u, 0, 0], [v ,w , 0] a poloměry r1, r2, r3 a dostaneme tak pro
hledanou pozici [x , y , z ] rovnice

x2 + y 2 + z2 = r 2
1

(x − u)2 + y 2 + z2 = r 2
2

(x − v)2 + (y − w)2 + z2 = r 2
3
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x2 + y 2 + z2 = r 2
1

(x − u)2 + y 2 + z2 = r 2
2

(x − v)2 + (y − w)2 + z2 = r 2
3

Odečteńım 2. rovnice od prvńı a snadnou úpravou dostaneme
x = 1

2u (r 2
1 − r 2

2 + u2). odkud po dosazeńı za x do prvńı rovnice dostaneme
vztah

r 2
1 −

(r 2
1 − r 2

2 + u2)2

4u2
= y 2 + z2.

Podḿınkou pro řešitelnost (tj. pro to, že se prvńı dvě sféry v̊ubec prot́ınaj́ı)
je 2ur1 ≥ r 2

1 − r 2
2 + u2, neboli r 2

2 ≥ (u − r1)2, či r1 + r2 ≥ u ≥ r1 − r2 (tuto
podḿınku lze samožrejmě taǩrka ihned vidět z obrázku). Při splněńı
odvozené podḿınky již vypočteme i soǔradnici y pomoćı dosazeńı do ťret́ı

rovnice. Soǔradnici z pak lze dopoč́ıtat nap̌r. jako z = ±
√

r 2
1 − x2 − y 2.
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Jak ale poč́ıtat prakticky odmocniny?

V důsledku je ťreba řešit nelineárńı soustavu rovnic o v́ıce neznámých – již
jsme ukázali jeden způsob, jakým ji lze p̌revést na postupné řešeńı rovnic
o jedné neznámé. Newton-Raphsonova metoda je iterativńı metoda na
hledáńı kǒrenů reálných funkćı (obecně v́ıce proměnných). Ukažme zde
alespoň pro ilustraci jej́ı použit́ı pro odvozeńı elegantńıho postupu výpočtu
druhé odmocniny.

1 Mějme dánu diferencovatelnou funkci f (x) a aproximaci jej́ıho kǒrene
x0.

2 Postupně poč́ıtejme daľśı iterace pomoćı vztahu xn+1 = xn − f (xn)
f ′(xn) .

Pro výpočet druhé odmocniny z a (tj. hledáńı kǒrene funkce
f (x) = x2 − a) tak dostáváme iteračńı postup xn+1 = 1

2 (xn + a
xn

).

Vypočtěme
√

12 s x0 = 3: x1 = 3+4
2 , x2 = 7/2+24/7

2 = 97/28 ≈ 3,46429,

p̌ritom
√

12 ≈ 3,46410.
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x0.
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√

12 s x0 = 3: x1 = 3+4
2 , x2 = 7/2+24/7

2 = 97/28 ≈ 3,46429,

p̌ritom
√

12 ≈ 3,46410.
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Fyzika a praxe nám to trochu zkomplikuje

Do ideálńıho stavu ukázaného ďŕıve se nám ale vloud́ı v́ıce či méně závažné
chyby:

1 Satelity disponuj́ı vysoce p̌resnými atomovými hodinami, to ale naše
kapesńı GPSka neuḿı.

2 Š́ı̌ŕı se signál skutečně rychlost́ı světla i p̌ri pr̊uchodu ionosférou?

3 Signál se odráž́ı od r̊uzných terénńıch p̌rekážek, budov apod.

4 Do hry velmi zásadně vstupuje i speciálńı a obecná teorie relativity.
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Jak se vyrovnat s chybami – hodiny v p̌rij́ımači

S nep̌resnost́ı levných hodin v GPS p̌rij́ımači se vyrovnáme poměrně
snadno – k tomu nám slouž́ı právě čtvrý (a p̌ŕıpadně daľśı) satelit, který
jsme dosud ve výpočtech nepoužili. V praxi tak dostáváme čty̌ri nebo v́ıce
rovnic o čty̌rech neznámých (x , y , z , error). Na obrázku je pro zjednodušeńı
ukázán 2D p̌ŕıpad, kde hodiny v p̌rij́ımači jsou zpožděny o 0,5 s.
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Jak se vyrovnat s chybami – hodiny v p̌rij́ımači

Pokud je vidět v́ıce než čty̌ri satelity, máme tzv. p̌reurčený systém rovnic a
do hry vstupuje možnost “vybrat si” z několika možnost́ı tu nejlepš́ı –
v takovém p̌ŕıpadě se poloha aproximuje pomoćı metody nejmenš́ıch
čtverc̊u.
Metoda slouž́ı k rekonstrukci funkce f z hodnot f0, . . . , fn namě̌rených
v uzlových bodech a0, . . . , an . Tuto rekonstrukci hledáme vzhledem
k danému modelu – dané posloupnosti funkćı (obecně v́ıce proměnných)
g0(x), . . . , gm(x), . . . – ve tvaru

ym(x) =
m∑
j=0

cjgj(x).

Ćılem je p̌ri tom minimalizovat ”součet čtverc̊u”

n∑
i=0

(
fi − ym(ai )

)2
.
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Aproximace metodou nejmenš́ıch čtverc̊u
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Ukažme si použit́ı této metody v nejjednoduš̌śım p̌ŕıpadě, kdy máme dáno
n bodů ([x1, y1], . . . , [xn, yn]) a hledáme p̌ŕımku, která nejlépe vystihuje
rozložeńı těchto bodů.

Hledáme tedy funkci tvaru f (x) = a · x + b s neznámými a, b ∈ R tak, aby
hodnota

n∑
i=1

(f (xi )− yi )
2

byla minimálńı. S využit́ım diferenciálńıho počtu lze snadno odvodit
následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta

Mezi p̌ŕımkami tvaru f (x) = a · x + b má nejmenš́ı součet čtverc̊u
vzdálenost́ı funkčńıch hodnot v bodech x1, . . . , xn od hodnot yi funkce
splňuj́ıćı

a
∑

x2
i + b

∑
xi =

∑
xiyi

a
∑

xi + b · n =
∑

yi
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a
∑

x2
i + b

∑
xi =

∑
xiyi

a
∑

xi + b · n =
∑

yi
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n bodů ([x1, y1], . . . , [xn, yn]) a hledáme p̌ŕımku, která nejlépe vystihuje
rozložeńı těchto bodů.
Hledáme tedy funkci tvaru f (x) = a · x + b s neznámými a, b ∈ R tak, aby
hodnota

n∑
i=1

(f (xi )− yi )
2

byla minimálńı. S využit́ım diferenciálńıho počtu lze snadno odvodit
následuj́ıćı tvrzeńı.

Věta

Mezi p̌ŕımkami tvaru f (x) = a · x + b má nejmenš́ı součet čtverc̊u
vzdálenost́ı funkčńıch hodnot v bodech x1, . . . , xn od hodnot yi funkce
splňuj́ıćı
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Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u – p̌ŕıklad

Př́ıklad

Metodou nejmenš́ıch čtverc̊u určete regresńı p̌ŕımku odpov́ıdaj́ıćı

namě̌reným dat̊um:
x 1 2 3 4

y 1.5 1.6 2.1 3.0

Řešeńı

Data je vhodné sěradit v tabulce podle schématu:

x y xy x2

1 1.5 1.5 1
2 1.6 3.2 4
3 2.1 6.3 9
4 3 12 16

10 8.2 23 30

Odtud a = 0,5, b = 0,8.
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Řešeńı
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Řešeńı
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Jak se vyrovnat s chybami – teorie relativity

GPS ukazuje jeden z nejpraktičtěǰśıch důsledk̊u teorie relativity – pokud
bychom ji nevzali v potaz, bude metoda GPS prakticky nepoužitelná.

Atomové hodiny pracuj́ı s p̌resnost́ı na nanosekundy (ns = 10−9 s),
abychom byli schopni zaručit p̌resnost zjǐstěńı pozice na cca 10 m, je ťreba
umět určit p̌resnost času vyśılače s p̌renost́ı cca 30 ns. Přitom se satelity
vzhledem k Zemi pohybuj́ı rychlost́ı cca 14 000 km/h.

Do hry tak vstupuje speciálńı teorie relativity, nebot’ p̌rij́ımač a vyśılač
jsou v̊uči sobě v pohybu, docháźı ke zpomaleńı hodin vyśılače oproti
pozorovateli (dilatace času) o v2

2c2 ≈ 42

2·(3·105)2 ≈ 10−10, tj. asi

o 7µs/den.

Daľśı ještě významněǰśı efekt p̌redstavuje obecná teorie relativity,
která p̌redpov́ıdá, že hodiny pobĺıž masivńıho objektu (Země) jdou
pomaleji než hodiny vzdáleněǰśı (d́ıky věťśımu zaǩriveńı prostoročasu).
Z povrchu Země vid́ıme tedy satelitńı hodiny jdoućı rychleji než tytéž
hodiny uḿıstěné na Zemi o cca 45µs za den.
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Jak se vyrovnat s chybami – teorie relativity

Nezapoč́ıtáńım teorie relativity bychom tak dostali chybu v řádu 38µs
za den, což v důsledku znamená cca 10km chybu v určeńı pozice.

Tato chyba je opravena umělým zpomaleńım atomových hodin
uḿıstěných v satelitech oproti hodinám na Zemi (10,22999999543
MHz oproti 10,23 MHz).
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Použitá literatura

Wikipedia, The Free Encyclopedia, www.wikipedia.org.

Neil Ashby, Relativity and the Global Positioning System. Physics
Today, May 2002.

Děkuji za pozornost!
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