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Prvoč́ıslo

Definice

Přirozené č́ıslo, které má právě 2 kladné dělitele, se nazývá
prvoč́ıslo.

Definice (alternativńı)

Přirozené č́ıslo n je prvoč́ıslo, právě když pro libovolná a, b ∈ Z
plat́ı

p | ab =⇒ p | a nebo p | b.

Je vidět, že obě definice popisuj́ı totéž?

Věta (Základńı věta aritmetiky)

Každé p̌rirozené č́ıslo se dá jednoznačně (až na pǒrad́ı) zapsat jako
součin prvoč́ısel.
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Prvoč́ısel je ∞ – I. Eukleides apod.

Existuje spousta (ale jen konečně mnoho podstatně r̊uzných :)
důkaz̊u. Obvykle se postupuje sporem, kdy se všechna
p̌redpokládaná prvoč́ısla označ́ı jako p1 < p2 < . . . < pk :

Eukleides p1p2 · · · pk + 1

Kummer N = p1p2 · · · pk , pak N − 1 je násobkem prvoč́ısla pi ,
proto i N − (N − 1) = 1.

Stieltjes Rozložme N = p1p2 · · · pk na součin mn (jakkoliv).
Každé prvoč́ıslo děĺı právě jedno z č́ısel m, n, proto
m + n neńı žádným z nich dělitelné (a to je
samožrejmě spor).
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Prvoč́ısel je ∞ – II. posloupnosti

Je snadno vidět, že pokud se podǎŕı sestavit nekonečnou
posloupnost po dvou nesoudělných p̌rirozených č́ısel (věťśıch než
1), existuje nutně nekonečně mnoho prvoč́ısel.

Věta (Goldbach, 1730)

Fermatova č́ıslaa Fn = 22n + 1 jsou po dvou nesoudělná.

aViz Fermatova prvoč́ısla, 641 | F5 – Leonhard Euler

Důkaz.

Snadno se indukćı dokáže, že F0F1 · · ·Fm = Fm+1 − 2, odkud už
snadno vyplyne, že Fn jsou po dvou nesoudělná.
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S využit́ım vlastnost́ı nejvěťśıho společného dělitele a toho, že je
možné jej vypoč́ıtat pomoćı tzv. Euklidova algoritmu, plyne
následuj́ıćı:

Lemma

Pro 1 ≤ i < j ≤ n plat́ı (i · (n!) + 1, j · (n!) + 1) = 1.

Kdyby existovalo pouze k prvoč́ısel, tak z p̌redchoźıho lemmatu
s volbou n = k + 1 dostáváme posloupnost n po dvou
nesoudělných č́ısel, což je opět spor.
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Dokázat nekonečnost obdobným způsobem lze i pomoćı
jednoduchého, jinak velmi “plýtvavého” tvrzeńı:

Lemma

Pro každé celé n > 2 existuje mezi č́ısly n a n! alespoň jedno
prvoč́ıslo.

Důkaz.

Označme p libovolné prvoč́ıslo děĺıćı č́ıslo n!− 1 Kdyby p ≤ n,
muselo by p dělit č́ıslo n! a nedělilo by n!− 1. Je tedy n < p.
Protože p | (n!− 1), plat́ı p ≤ n!− 1, tedy p < n!.

Důsledek

V posloupnosti a1 = 3, an+1 = an! máme vždy mezi dvěma po sobě
jdoućımi členy posloupnosti prvoč́ıslo. Posloupnost je žrejmě
rostoućı, máme tedy opět nekonečně mnoho prvoč́ısel.
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Prvoč́ısel je ∞ – III. nekonečné řady (Euler)

Euler̊uv důkaz neńı úplně p̌ŕımočarý, ale poskytuje silněǰśı tvrzeńı
než pouze nekonečnost počtu prvoč́ısel.
Sestav́ıme pro každé prvoč́ıslo p nekonečnou geometrickou řadu∑∞

l=0
1
pl

, jej́ıž součet je 1
1−1/p . Jsou-li opět p1, . . . , pk všechna

prvoč́ısla, pak vynásobeńım p̌ŕıslušných k geometrických řad
dostaneme

∞∑
n=1

1

n
=

k∏
i=1

1

1− 1/pi
.

Přitom se ale snadno dokáže, že řada
∑∞

n=1
1
n diverguje (tj. roste

nade všechny meze), zat́ımco výraz na pravé straně je žrejmě
konečný.

Poznámka

Obdobným způsobem se dá dokonce dokázat, že řada
∑

p∈P
1
p

diverguje.
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Kongruence

Pojem kongruence byl zaveden Gaussem. Ačkoliv je to pojem velice
jednoduchý, jeho důležitost a užitečnost v teorii č́ısel je
nedocenitelná; projevuje se zejména ve stručných a p̌rehledných
zápisech některých i velmi komplikovaných úvah.

Definice

Jestliže dvě celá č́ısla a, b maj́ı p̌ri děleńı p̌rirozeným č́ıslem m týž
zbytek r , kde 0 ≤ r < m, nazývaj́ı se a, b kongruentńı modulo m,
tj. a ≡ b (mod m).

Lemma

Pro libovolná a, b ∈ Z, m ∈ N jsou následuj́ıćı podḿınky
ekvivalentńı:

1 a ≡ b (mod m),

2 a = b + mt pro vhodné t ∈ Z,

3 m | a− b.
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Vlastnosti kongruenćı

Vlastnosti

1 Kongruence podle téhož modulu můžeme sč́ıtat a násobit.

2 K libovolné straně kongruence můžeme p̌rič́ıst jakýkoliv
násobek modulu.

3 Obě strany kongruence je možné umocnit na totéž p̌rirozené
č́ıslo. Obě strany kongruence je možné vynásobit stejným
celým č́ıslem.

4 Obě strany kongruence můžeme vydělit jejich společným
dělitelem, jestliže je tento dělitel nesoudělný s modulem.

5 Jestliže kongruence a ≡ b plat́ı podle r̊uzných modul̊u
m1, . . . ,mk , plat́ı i podle modulu, kterým je nejmenš́ı společný
násobek [m1, . . . ,mk ] těchto č́ısel.
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Eratosthenovo śıto

Známá metoda, která poskytuje postup, jak nalézt dokonce
všechna prvoč́ısla až do jisté hranice.
Jej́ı jediný, zato však zásadńı problém, je časová náročnost – pro
zjǐstěńı prvoč́ısel až do velikosti N poťrebujeme znát prvoč́ısla až
do velikosti

√
N, což je obvykle p̌ŕılǐs mnoho.
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Některé důležité věty

Věta (Fermatova)

Je-li a nedělitelné prvoč́ıslem p, pak p | ap−1 − 1, tj.

ap−1 ≡ 1 (mod p).

Důkaz.

Lze dokázat poměrně snadno nap̌ŕıklad matematickou indukćı (pro
p̌rirozená a, na celá se již rozš́ı̌ŕı snadno) ekvivalentńı tvrzeńı
p | ap − a.
Daľśı možnost́ı je kombinatorický důkaz, kdy počet možných
náhrdelńık̊u o p šperćıch vyb́ıraných z a druhů vyjde

ap − a

p
+ a.
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Eulerova funkce

Definice

Eulerova funkce ϕ(m) označuje tzv. Eulerovu funkci, udávaj́ıćı
počet p̌rirozených č́ısel nep̌revyšuj́ıćıch m, která jsou s m
nesoudělná.

Základńı vlastnosti:

ϕ(p) = p − 1

ϕ(pk) = (p − 1)pk−1

ϕ(a · b) = ϕ(a) · ϕ(b) pro (a, b) = 1.
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Některé důležité věty II.

Věta (Eulerova)

Je-li a ∈ Z,m ∈ N a (a,m) = 1, pak

aϕ(m) ≡ 1 (mod m).

Věta (Wilsonova)

Přirozené č́ıslo n je prvoč́ıslo, právě když

(n − 1)! ≡ −1 (mod n).
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Řád č́ısla modulo, primitivńı kǒren

Definice

Řádem č́ısla a modulo m, kde (a,m) = 1, nazveme nejmenš́ı
p̌rirozené č́ıslo r takové, že ar ≡ 1 (mod m).

Fakt

r | ϕ(m);

modulo prvoč́ıslo p existuje právě ϕ(p − 1) č́ısel řádu
ϕ(p) = p − 1 modulo p (menš́ıch než p), jde o takzvané
primitivńı kǒreny.
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Klasické testy s využit́ım kongruenćı

Wilsonova věta dává sice nutnou i postačuj́ıćı podḿınku
prvoč́ıselnosti, bohužel nikdo na světě dosud neuḿıt rychle
vypoč́ıtat faktoriál modulo velké č́ıslo. Proto využijeme ostatńı
věty, které sice dávaj́ı pouze nutnou podḿınku prvoč́ıselnosti (je-li
p prvoč́ıslo, pak ...).
Takovým testem je nap̌r. klasický Fermat̊uv test plynoućı ze
stejnojmenné věty.

Fermat̊uv test

Existuje-li pro dané N nějaké a takové, že aN−1 6≡ 1 (mod N), pak
N neńı prvoč́ıslo.
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Fermat̊uv test neńı ideálńı

Bohužel nemuśı být pro dané složené N snadné naj́ıt a takové, že
Fermat̊uv test odhaĺı složenost N, pro některá výjimečná N
dokonce jediná taková a jsou soudělná s N, jejich nalezeńı je tedy
ekvivalentńı s rozkladem N na prvoč́ısla.
Skutečně existuj́ı taková nehezká (nebo extrémně hezká?) složená
č́ısla N, která splňuj́ı, že pro libovolné a nesoudělné s N plat́ı
aN−1 ≡ 1 (mod N). Taková č́ısla se nazývaj́ı Carmichaelova,
nejmenš́ı z nich je 561 = 3 · 11 · 17 a teprve v roce 1992 se podǎrilo
dokázat, že jich je dokonce nekonečně mnoho.
Fermat̊uv test lze zlepšit s využit́ım kvadratických zbytk̊u na

Euler̊uv test a
N−1

2 ≡ (a/N) (mod N), ale výše zḿıněný problém se
zcela neodstrańı ani t́ımto vylepšeńım.
V praxi se často použ́ıvaj́ı daľśı vylepšeńı, zejména tzv.
Rabin-Miller̊uv test.
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AKS – nedávná indická bomba

AKS

Veškeré p̌redchoźı testy (alespoň teoreticky) strčili do kapsy v roce
2002 indičt́ı matematici a Agrawal, Kayal a Saxena, ktěŕı Fermat̊uv
test aplikovali v (jen o málo) složitěǰśı algebraické situaci a odvodili
z něj test, který je polynomiálńı časové složitosti (do té doby se
v̊ubec nevědělo, jakou složitost tohoto problému očekávat).

anebo tedy sṕı̌se informatici
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Fermatova prvoč́ısla

Zḿınili jsme se už o speciálńıch č́ıslech tvaru Fm = 22m + 1. Jinak
geniálńı právńık Pierre de Fermat vyslovil domněnku, že všechna
tato č́ısla jsou prvoč́ısly. Protože tato č́ısla enormně rychle rostou,
o F5 už to nebyl schopen ově̌rit tehdeǰśımi prosťredky (tj. “na
prstech”). Ukážeme Euler̊uv geniálńı důkaz, že 641 | F5; do
dnešńıch dnů nebylo nalezeno žádné daľśı Fermatovo prvoč́ıslo,
nav́ıc i jejich faktorizace nejde nijak závratným tempem – nejvěťśı
úplně rozložené Fermatovo č́ıslo je F11, nejvěťśı Fermatovo č́ıslo,
o němž je známo, že je složené, je F23471 s dělitelem 5 · 223473 + 1.

Poznámka

Do dnešńıch dnů se nev́ı odpověd’ ani na jednu z následuj́ıćıch
zásadńıch otázek:

Existuje ∞ Fermatových prvoč́ısel?

Existuje ∞ Fermatových složených č́ısel?
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F5 je složené

Věta

Každý prvoč́ıselný faktor Fn(n ≥ 2) je tvaru k × 2n+2 + 1.

Důkaz.

Bud’ p prvoč́ıselný faktor Fn. Řád 2 modulo p je tedy právě 2n+1,

odkud 2n+1 | p − 1, speciálně 8 | p − 1. Odtud 2
p−1

2 ≡ (2/p) = 1
(mod p), a tedy 2n+1 | p−1

2 .

641 | F5

F5 = 33294320× (1 · 27 + 1) + 17
F5 = 16711935× (2 · 27 + 1) + 2
F5 = 11155759× (3 · 27 + 1) + 82
F5 = 8372255× (4 · 27 + 1) + 482
F5 = 6700417× (5 · 27 + 1) + 0
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Konstrukce prav́ıtkem a kruž́ıtkem

S Fermatovými č́ısly souviśı vynikaj́ıćı výsledek C.F.Gausse, který
dokázal, že pravidelný n-úhelńık je možné sestrojit prav́ıtkem a
kruž́ıtkem, právě když je n = 2kp1p2 · · · ph, kde pi jsou po dvou
r̊uzná Fermatova prvoč́ısla. Viz nap̌r.
http://www.youtube.com/watch?v=_MJPg-pROrI nebo sami
snadno v Geogeb̌re či Cabri.

http://www.youtube.com/watch?v=_MJPg-pROrI
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Mersenneho prvoč́ısla

Pod́ıváme-li se do tabulek nejvěťśıch známých prvoč́ısel, neujde
naš́ı pozornosti, že obvykle jsou všechna tvaru 2m − 1.
Má-li být č́ıslo tvaru 2m − 1 prvoč́ıslem, je snadným cvičeńım, že
i m muśı být prvoč́ıslo. Č́ısla tvaru Mq = 2q − 1, kde q je prvoč́ıslo,
se nazývaj́ı Mersenneho č́ısla1.

Věta

Je-li q prvoč́ıslo, q ≡ 3 (mod 4), pak 2q + 1 děĺı Mq právě když
2q + 1 je prvoč́ıslo.

Př́ıklad

Odtud nap̌r. 23 | M11, 47 | M23, 83 | M167, atd .

1Kněz Marin Mersenne byl Fermatovým současńıkem a dopisoval si s ńım.
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Poznámka

Do dnešńıch dnů se nev́ı odpověd’ ani na jednu z následuj́ıćıch
zásadńıch otázek:

Existuje ∞ Mersenneho prvoč́ısel?

Existuje ∞ Mersenneho složených č́ısel?

Dokonalá č́ısla

Dokonalá č́ısla jsou č́ısla se součtem všech dělitel̊u rovným svému
dvojnásobku – nap̌r. 6, 28, 496, 8128. Dosud se nev́ı, zda existuje
nějaké liché dokonalé č́ıslo, v́ı se ale, že každé sudé dokonalé č́ıslo
je tvaru 2q−1(2q − 1), kde q i Mq = 2q − 1 jsou prvoč́ısla.
Samožrejmě se tedy ani nev́ı, jestli existuje nekonečně mnoho
(sudých) dokonalých č́ısel.
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RSA

Ron Rivest, Adi Shamir, Leonard Adleman (1977; C. Cocks,GCHQ
– 1973)

každý účastńık A poťrebuje dvojici kĺıč̊u – věrejný VA a
soukromý SA

generováńı kĺıč̊u: zvoĺı dvě velká prvoč́ısla p, q, vypočte
n = pq, ϕ(n) = (p − 1)(q − 1) [n je věrejné, ale ϕ(n) nelze
snadno spoč́ıtat ]

zvoĺı věrejný kĺıč e a ově̌ŕı, že (e, ϕ(n)) = 1

nap̌r. pomoćı Euklidova algoritmu spoč́ıtá tajný kĺıč d tak,
aby e · d ≡ 1 (mod ϕ(n))

zašifrováńı numerického kódu zprávy M: C = Ce(M) ≡ Me

(mod n)

dešifrováńı šifry C : OT = Dd(C ) ≡ Cd (mod n)

Ukázka nachystána na
https://sage.math.muni.cz/home/pub/3/.

https://sage.math.muni.cz/home/pub/3/
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Výměna kĺıč̊u

Whitfield Diffie, Martin Hellman (1976; M. Williamson, GCHQ -
1974)
Výměna kĺıč̊u pro symetrickou kryptografii bez p̌redchoźıho
kontaktu (tj. náhrada jednorázových kĺıč̊u, kurýr̊u s kuf̌ŕıky, . . . ).

Dohoda stran na modulu m a primitivńım kǒrenu g (věrejné)

Alice vybere náhodné a a pošle ga (mod m)

Bob vybere náhodné b a pošle gb (mod m)

Společným kĺıčem pro komunikaci je gab (mod m).
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