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Prvodislo

P¥irozené Cislo, které ma pravé 2 kladné délitele, se nazyva
prvocislo.

Definice (alternativni)

P¥irozené &islo n je prvocislo, pravé kdyz pro libovolnd a, b € Z
plati
p|lab = p|anebop|b.

A

Je vidét, Ze obé definice popisuji totéz?

Véta (Zéakladni v&ta aritmetiky)

KaZdé pFirozené &islo se dd jednoznaéné (aZ na poradi) zapsat jako
soucin prvocisel.
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Prvodisel je oo — |. Eukleides apod.

Existuje spousta (ale jen kone¢n& mnoho podstatné& riznych :)
dikazi. Obvykle se postupuje sporem, kdy se viechna
predpokladana prvocisla oznadi jako p1 < p2 < ... < pk:

Eukleides p1po---px +1
Kummer N = pips--- pk, pak N — 1 je ndsobkem prvotisla p;,
protoi N — (N —1)=1.
Stieltjes Rozlozme N = p1p; - - - px na sou&in mn (jakkoliv).
Kazdé prvocislo déli pravé jedno z &isel m, n, proto
m + n neni Zddnym z nich délitelné (a to je
samoz¥ejmé spor).
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Prvodisel je oo — |l. posloupnosti

Je snadno vidét, Ze pokud se poda¥i sestavit nekonetnou
posloupnost po dvou nesoudélnych p¥irozenych &isel (vétsich nez
1), existuje nutn& nekone¢n& mnoho prvotisel.

Véta (Goldbach, 1730)

Fermatova &isla® F,, = 22" +1 Jjsou po dvou nesoudélna.

“Viz Fermatova prvoiisla, 641 | Fs — Leonhard Euler

Snadno se indukci dokaze, Ze FoF;1 - - Fy = Foe1 — 2, odkud uz
snadno vyplyne, Ze F, jsou po dvou nesoudé&lna. O

v
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S vyuZitim vlastnosti nejv&tsiho spole¢ného délitele a toho, Ze je
moZné jej vypocitat pomoci tzv. Euklidova algoritmu, plyne
nasledujici:

Prol<i<j<nplati(i-(n)+1,j-(n")+1)=1.

Kdyby existovalo pouze k prvotisel, tak z pfedchoziho lemmatu
s volbou n = k + 1 dostdvame posloupnost n po dvou
nesoudé&lnych &isel, coz je opét spor.
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Dokazat nekone&nost obdobnym zplisobem lze i pomoci
jednoduchého, jinak velmi “plytvavého” tvrzeni:

Lemma

Pro kaZdé celé n > 2 existuje mezi &isly n a n! alespori jedno
prvocislo.

Ozname p libovolné prvoiislo délici &islo n! — 1 Kdyby p < n,
muselo by p délit ¢&islo n! a nedélilo by n! — 1. Je tedy n < p.
Protoze p | (n! — 1), plati p < n! — 1, tedy p < n!. OJ
V posloupnosti a1 = 3, ap+1 = a,! mame vzdy mezi dvéma po sobé
jdoucimi ¢leny posloupnosti prvocislo. Posloupnost je zFejmé
rostouci, mame tedy opét nekonecné mnoho prvocisel.
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Prvotisel je oo — lll. nekone¢né ¥ady (Euler)

Eulertv dikaz nenfi tplné p¥imocary, ale poskytuje siln&jsi tvrzeni
nez pouze nekonecnost poctu prvodisel.

Sestavfme pro kazdé prvo<“:|’slo p nekoneénou geometrickou ¥fadu
> p,, jejiz soutet je 1— 1/p Jsou-li opét p1, ..., px viechna
prvocisla, pak vyndsobenim p¥islusnych k geometrickych ¥ad

dostaneme

ST

= 1-1/p;
P¥itom se ale snadno dokaZe, Ze fada )~ dlvergUJe (tj. roste
nade viechny meze), zatimco vyraz na prave strane je zfejmé
konetny.

Poznamka

Obdobnym zplisobem se d4 dokonce dokdzat, Ze ¥ada ZpEP
diverguje.

1
P




Kongruence - uZite¢na zkratka
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Kongruence

Pojem kongruence byl zaveden Gaussem. A&koliv je to pojem velice
jednoduchy, jeho diileZitost a uZite¢nost v teorii Cisel je
nedocenitelnd; projevuje se zejména ve struénych a pfehlednych
zapisech nékterych i velmi komplikovanych tdvah.

Definice

Jestlize dvé cela &isla a, b maji p¥i déleni pfirozenym &islem m tyz
zbytek r, kde 0 < r < m, nazyvaji se a, b kongruentni modulo m,
tj. a= b (mod m).

Lemma

| A

Pro libovolna a, b € Z, m € N jsou nasledujici podminky
ekvivalentni:

Q@ a=b (mod m),
Q@ a=b+ mt provhodnét e Z,
@ m|a—b.
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Vlastnosti kongruenci

Vlastnosti

@ Kongruence podle téhoz modulu miizeme s¢itat a ndsobit.

@ K libovolné strané kongruence miizeme pricist jakykoliv
nasobek modulu.

© Obég strany kongruence je moZné umocnit na totéZ pfirozené
&islo. Obé& strany kongruence je moZné vynasobit stejnym
celym &islem.

@ Obg strany kongruence miZeme vydélit jejich spole¢nym
délitelem, jestliZe je tento délitel nesoudélny s modulem.

© JestliZze kongruence a = b plati podle riznych moduli
my, ..., mg, plati i podle modulu, kterym je nejmensi spole¢ny
nasobek [my, ..., my] téchto &isel.




Jak poznat prvoéisla?

Eratosthenovo sito

Znama metoda, kterd poskytuje postup, jak nalézt dokonce
v8echna prvodisla az do jisté hranice.

Jeji jediny, zato v8ak zdsadni problém, je asova ndronost — pro
zjisténi prvolisel az do velikosti N potfebujeme znat prvodisla az
do velikosti v/N, coz je obvykle p¥ilis mnoho.
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Nékteré dilezité véty

Véta (Fermatova)

Je-li a nedé&litelné prvo&islem p, pak p | aP~% — 1, tj.

a”?1=1 (mod p).

| A

Diikaz.

Lze dokdzat pom&rn& snadno napfiklad matematickou indukei (pro
prirozend a, na celd se jiz rozsi¥i snadno) ekvivalentni tvrzeni
p|af—a.

Dalsi moznosti je kombinatoricky diikaz, kdy poéet moznych
nahrdelnikd o p Spercich vybiranych z a druhi vyjde

aP —a
p

+ a.

N,
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Eulerova funkce

Eulerova funkce ¢(m) oznauje tzv. Eulerovu funkci, udavajici
polet pfirozenych Cisel nepfevysujicich m, kterd jsou s m
nesoudélna.

Zakladni vlastnosti:
° p(p)=p—1
o p(p¥)=(p—1)p*
® p(a-b)=(a)- p(b) pro (a,b) = 1.
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Ne&které dilezité véty Il.

Véta (Eulerova)
Je-liae Z,meN a(a,m) =1, pak

a#(M =1 (mod m).

Véta (Wilsonova)

PFirozené Cislo n je prvocislo, pravé kdyZ

(n—1)!'=-1 (mod n).
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ad &isla modulo, primitivni koFen

Definice

Radem ¢&isla a modulo m, kde (a, m) = 1, nazveme nejmensi
ptirozené &islo r takové, Ze a" =1 (mod m).

o r|p(m);

e modulo prvotislo p existuje pravé ¢(p — 1) &isel ¥adu
©(p) = p— 1 modulo p (mensich nez p), jde o takzvané
primitivni kofeny.

N
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Klasické testy s vyuZitim kongruenci

Wilsonova véta dava sice nutnou i postalujici podminku
prvociselnosti, bohuZel nikdo na svété dosud neumit rychle
vypoditat faktoridl modulo velké &islo. Proto vyuZijeme ostatni
véty, které sice davaji pouze nutnou podminku prvotiselnosti (je-/i
p prvocislo, pak ...).

Takovym testem je nap¥. klasicky Fermatliv test plynouci ze
stejnojmenné véty.

Fermativ test

Existuje-li pro dané N n&jaké a takové, ze a"~1 # 1 (mod N), pak
N nenf prvodislo.
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Fermatuv test neni idealni

BohuZel nemusi byt pro dané slozené N snadné najit a takové, Ze
Fermativ test odhali sloZenost N, pro nékterd vyjime¢na N
dokonce jedina takova a jsou soudélnd s N, jejich nalezenf je tedy
ekvivalentni s rozkladem N na prvodisla.

Skute¥né existuji takova nehezkd (nebo extrémné hezksd?) slozena
Cisla N, kterd spliiuji, Ze pro libovolné a nesoudélné s N plati
aVN=1 =1 (mod N). Takova &isla se nazyvaji Carmichaelova,
nejmensi z nich je 561 = 3-11-17 a teprve v roce 1992 se podafilo
dokazat, Ze jich je dokonce nekone¢né mnoho.

Fermatdv test Ize zlepsit s vyuZitim kvadratickych zbytki na
Eulertv test a' 2 = (a/N) (mod N), ale vyse zmin&ny problém se
zcela neodstrani ani timto vylepSenim.

V praxi se €asto pouZivaji dalsi vylepseni, zejména tzv.
Rabin-Milleriv test.
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AKS — nedavna indicka bomba

AKS

Veskeré predchozi testy (alespoii teoreticky) stréili do kapsy v roce
2002 indi¢ti matematici @ Agrawal, Kayal a Saxena, ktefi Fermativ
test aplikovali v (jen o malo) sloZit&jsi algebraické situaci a odvodili
z ngj test, ktery je polynomidlni &asové sloZitosti (do té doby se
vibec nev&délo, jakou sloZitost tohoto problému olekavat).

“nebo tedy spise informatici
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Fermatova prvodisla

Zminili jsme se u¥ o specidlnich &islech tvaru F,, = 22" + 1. Jinak
genidlni prdvnik Pierre de Fermat vyslovil domnénku, Ze vSechna
tato &isla jsou prvodisly. ProtoZe tato &isla enormné rychle rostou,
o Fs uZ to nebyl schopen ov&Fit tehdejsimi prostiedky (tj. “na
prstech”). UkdZeme Euleriv genidlni dikaz, Ze 641 | Fs; do
dnesnich dnii nebylo nalezeno 7ddné dalsi Fermatovo prvodislo,
navic i jejich faktorizace nejde nijak zavratnym tempem — nejvétsi
uplné rozlozené Fermatovo &islo je F11, nejvétsi Fermatovo Eislo,

0 ndm¥ je zndmo, Ze je sloZené, je Faza71 s délitelem 5223473 4 1.

Poznamka

Do dnednich dnii se nevi odpovéd ani na jednu z nésledujicich
zasadnich otazek:

@ Existuje oo Fermatovych prvodisel?

@ Existuje oo Fermatovych sloZenych &isel?
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Fs je slozené

Kazdy prvociselny faktor F,(n > 2) je tvaru k x 22 4-1.

Bud p prvotiselny faktor F,. Réd 2 modulo p je tedy prave 21,
1

odkud 2™ | p — 1, specialn& 8 | p — 1. Odtud 22 = (2/p) =1

(mod p), a tedy 27+1 | 251, O

641 | Fs

Fs = 33294320 x (1-27 4+ 1)

Fs = 16711935 x (2-27 + 1)

Fs = 11155759 x (3-27 + 1) + 82
(4-27+1)
(5-2"+1)

Fs = 8372255 x (4-2
Fs = 6700417 x (5-2
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Konstrukce pravitkem a kruzitkem

S Fermatovymi &isly souvisi vynikajici vysledek C.F.Gausse, ktery
dokazal, Ze pravidelny n-thelnik je moZné sestrojit pravitkem a
kruZitkem, pravé kdyz je n = 2Kpipo - - - pn, kde p; jsou po dvou
riiznd Fermatova prvodisla. Viz nap¥.
http://www.youtube.com/watch?v=_MJPg-pROrI nebo sami
snadno v Geogebte & Cabri.


http://www.youtube.com/watch?v=_MJPg-pROrI
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Mersenneho prvodisla

Podivame-li se do tabulek nejv&tSich znamych prvocisel, neujde
nasi pozornosti, Ze obvykle jsou v8echna tvaru 2™ — 1.

Ma-li byt &islo tvaru 2™ — 1 prvodislem, je snadnym cvi¢enim, Ze

i m musi byt prvotislo. Cisla tvaru Mg = 29 — 1, kde q je prvodislo,
se nazyvaji Mersenneho &islal.

Je-li q prvocislo, g = 3 (mod 4), pak 2q + 1 déli My pravé kdyZ
2qg + 1 je prvocislo.

Odtud napf. 23 | My, 47 | Mbs, 83 ‘ Mie7, atd.

!Kn&z Marin Mersenne byl Fermatovym soutasnikem a dopisoval si s nim.
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Pozndmka

Do dnednich dnii se nevi odpovéd ani na jednu z nésledujicich
zasadnich otazek:

@ Existuje oo Mersenneho prvoéisel?

@ Existuje oo Mersenneho sloZenych ¢isel?

s

Dokonala &isla

Dokonala &isla jsou &isla se sou¢tem vsech déliteld rovnym svému
dvojndsobku — nap¥. 6, 28, 496, 8128. Dosud se nevi, zda existuje
néjaké liché dokonalé &islo, vi se ale, Ze kaZdé sudé dokonalé &islo
je tvaru 29-1(29 — 1), kde q i My, = 29 — 1 jsou prvo¢isla.
Samoztejmé se tedy ani nevi, jestli existuje nekone¢n& mnoho
(sudych) dokonalych &isel.
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Ron Rivest, Adi Shamir, Leonard Adleman (1977; C. Cocks,GCHQ
- 1973)
@ kazdy ucastnik A potfebuje dvojici kli¢h — vefejny V4 a
soukromy Sp
@ generovani kli¢h: zvoli dvé velka prvodisla p, g, vypolte
n=pq, p(n) = (p—1)(g — 1) [n je veFejné, ale p(n) nelze
snadno spotitat |
e zvoli vefejny kli¢ e a ov&H, Ze (e, p(n)) =1
@ nap¥. pomoci Euklidova algoritmu spocita tajny kli¢ d tak,
aby e-d =1 (mod ¢(n))
e zasifrovani numerického kédu zpravy M: C = C.(M) = M€
(mod n)
o desifrovani Sifry C: OT = Dy(C) = C? (mod n)
Ukéazka nachystana na
https://sage.math.muni.cz/home/pub/3/.


https://sage.math.muni.cz/home/pub/3/

Kryptografie s vefejnym kli¢em
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Vyména kli¢d

Whitfield Diffie, Martin Hellman (1976; M. Williamson, GCHQ -

1974)
Vyména kli¢h pro symetrickou kryptografii bez pfedchoziho

kontaktu (tj. ndhrada jednordzovych kli¢d, kuryrd s kuf¥iky, ... ).
@ Dohoda stran na modulu m a primitivnim ko¥enu g (vefejné)
@ Alice vybere ndhodné a a posle g? (mod m)

@ Bob vybere ndhodné b a pogle g” (mod m)

@ Spole¢nym klitem pro komunikaci je g#® (mod m).
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