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Mili ucitelé,

pravé drzite v rukou metodickou pfirucku, jez by méla poskytnout piehled o pfipraveném
kurzu z kombinatoriky za pomoci interaktivni tabule. Pro cely kurz byla zhotovena v softwaru
SMART Notebook' interaktivni uéebnice, jejimz cilem je studentiim piedlozit kombinatoriku
zabavn¢, nazorné, pestie a ve srozumitelné forme.

M¢é upfimné podékovani patii predeviim vedeni Gymnazia v Ceskych Budg&jovicich
(Jirovcova 8) za moznost uskutecnit vyuku kombinatoriky s vyuzitim interaktivni tabule na
jejich gymnaziu, pani profesorce Mgr. Petrové za vybornou spolupraci, studentim 2. ro¢niku
ctytletého studia za pfijemnou atmosféru ve tfid¢ a zejména panu doc. RNDr. Eduardu
Fuchsovi, CSc. za cenné rady a podporu. Bez jejich pomoci by pro vas tyto materialy nejspis
nevznikly.

' Software Smart Notebook je sougasti u nas nejpouzivandjii interaktivni tabule SMART Board.




1 UvoDp
1.1 Slovo autorky

Béhem svého doktorského studia na Prirodovédecké fakulté Masarykovy univerzity
v Brn€ jsem méla moznost vyufovat kombinatoriku studenty tfetiho roc¢niku ucitelské
matematiky. Cilem tohoto kurzu bylo nejprve se studenty zopakovat stiedoSkolskou
kombinatoriku, na kterou pak navazovala t€zsi témata a hlavné slozitéjsi ilohy. Bohuzel jsem
ke svému nemilému prekvapeni zjistila, Ze si studenti pfinaSeji ze stiednich Skol nedostate¢né
zéklady kombinatoriky, ba mnohdy dokonce zaklady zadné. Casto tak nebylo na Gem stavét
a bylo nutné se v n¢kolika hodinach nejprve zabyvat pravé stiedosSkolskou kombinatorikou,
kterd byla nutnou podminkou pro fddné absolvovani celého pfedmétu. Tento fakt mé primél
k zamysleni, jakym zpiisobem se na stiednich Skoldch tato ¢ast matematiky uci, co déla
studentim nejvétsi problémy a jak co nejlépe naucit zakladim kombinatoriky vysokoskolské
studenty. Domnivam se, Ze spravnad cesta nevede pies jednotlivé kombinatorické pojmy
a s nimi spojené vzorce. Cilem tedy bylo nad pfiklady pfemyslet, vyuZzivat zdravy selsky
rozum a pouze s vyuzitim kombinatorickych pravidel souctu a soucinu se naucdit tyto tlohy
feSit. Prestoze zacatky nebyly snadné, vétSina studentll kombinatoriku nakonec zvladla, byt
je tato cCast povazovana za ,straSdka matematiky“. Na konci semestru uz nebyla
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Dalsi impulz, ktery m¢ vedl ke zhotoveni interaktivni ucebnice, byly vysledky
dotazniku® uskutenéné v roce 2008, v niz maturanti oznacovali mimo jiné tfi stiedoskolské
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a statistika. Domnivam se, ze se na negativnim postoji k této casti stfedoskolské matematiky
podili velkou mérou prfedevsim kombinatorika.

Kombinatoriku, byt si to neuvédomujeme, casto vyuzivame i v bézném Zivoté.
Kazdému znas se urcit¢ uz mnohokrat stalo, Ze musel zvazovat rizné moznosti vybéru
»jistych vyrobkd z urcité skupiny®, sestavoval rtizné moznosti feSeni, které mohou nastat,
pricemz vzdy byla snaha najit to optimalni, nejefektivnéjsi feSeni daného problému. Naucit se
spravné rozhodovat a mozna i nevédomky rozvijet své mysleni, o to se pravé snazi jiz
n¢kolikrat zminovana kombinatorika.

Na zakladé téchto zjisténi mé napadla mysSlenka zkusit kombinatoriku oducit na
gymnaziu trochu jinak, nestandardné¢ - nejen pouze s vyuzitim dvou jiz zminénych
kombinatorickych pravidel (pravidla souctu a soucinu), ale také s vyuzitim nové technologie,
ktera umoznuje zabavnéjsi a méné stereotypni formu vyuky — tzv. interaktivni tabule. Otazky,
které jsem si kladla, byly nasledujici:

¢ Bude mit tento vyukovy proces pozitivni vliv na pochopeni latky?

%Studenttim tvrtych roénika nékolika gymnazii v CR jsem predlozila dotaznik, ktery obsahoval 5 otazek.
Dotaznik celkem vyplnilo 407 maturantd; ze tfid s vS§eobecnym zaméfenim (325 studenttl), z jedné matematické
tiidy (28 studentil) a ze dvou jazykovych tfid (54 studenti). Tato skladba studentll byla vybrana zamérné, nebot
cilem bylo vytvofit reprezentativni vzorek, ktery by se co nejvice piiblizil skladbé maturantl ze vSech gymnazii.
Pfipraveny dotaznik mi mél potvrdit moji hypotézu o oblibenosti, resp. neoblibenosti matematiky a podat
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v hodinach matematicky specidlni pomicky.



e Zpestii se studentim hodiny matematiky?
e Uyvitaji v dnesni technické dobé ve vyuce studenti interaktivni tabuli?

Podle mého ndzoru interaktivni tabule ptfedstavuje dal$i moznost, jak zdkim vyuku
zpestfit a do jisté miry i ulehlit. Interaktivni tabuli lze uplatnit pfi vyuce témét vsech
vyucovanych predmétl a to nejenom pii vykladu, ale i pfi opakovani a zkouSeni probirané
latky. Pokusila jsem se proto zafadit interaktivni tabuli SMART Board do vyuky
kombinatoriky a ke svému milému zjisténi se potvrdilo, Ze tato forma vyuky méla skute¢né ve
vétsSing piipadl pozitivni ohlas.

Ptirucka, jiz drzite v ruce, by vdm méla slouzit k lepsi orientaci v pfipravené interaktivni
ucebnici. I[-ucebnice je vytvofena tak, aby studenti se ucili feSit jednotlivé typy
kombinatorickych tuloh pouze s vyuZitim dvou zakladnich kombinatorickych pravidel’.
VétSina uvedenych uloh v i-uebnici je zcela originalnich, nové vymyslenych, pouze mala
cast uloh je vybréna z riznych publikaci ¢i ucebnic. Vzhledem k vysoké cetnosti ucebnic
o kombinatorice na nasem trhu se ovSem muze stat, ze n¢které tilohy se budou navzajem vice
¢i mén€ podobat. Pro ulehéeni vypoctit v pribehu celého vyukového procesu se studenti
postupn¢ seznami s kombina¢nimi Cisly a s pojmem n!. Pojmy variace, permutace
a kombinace se vSak v ptipraveném kurzu nevyskytuji!

Doufam, ze pfipraveny material se bude libit a zakiim i vdm vyuku zpestii. VSem pieji
hodné zdbavnych okamzikl a usmévavych studentl pii hodinadch kombinatoriky.

Matematice zdar a kombinatorice zv1ast’!

Marika Kafkova

Vite, jak se hraje domino?
Pii dominu si 4 hraci rozdéli mezi sebe stejnym dilem 28 ruznych kostek. Kolika zpusoby
to mize l":\«l prc:\cdcnn‘.’ (Kolik existuje moZnosti rizného rozdéleni kostek?)

feseni:

Dva zpusoby feseni:
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Obr. 1.1: Ukazka Sablony interaktivni ucebnice.

? Studentiim se béhem vyuky neprozradi vzorce k jednotlivym typtim kombinatorickych piikladii.



1.2 Co interaktivni u¢ebnice poskytuje

Vytvofend interaktivni uCebnice je urcena k vyuce matematiky na gymnaziich a
ostatnich stfednich S8kolach, na nichZ se kombinatorika vyucuje. Ucitelim poskytuje
netradiénim zptisobem zpracovany material k realizaci vyuky a dale mnoho podnéta
k rozvijeni mySleni zdka. Fakt, Ze se vi-uCebnici nenachdzi pojmy variace, permutace
a kombinace, nuti zdky nenasilnou formou rozvijet své logické mysleni. Diky velkému
prostoru pro vybér zplsobu feSeni a poté spravnému vysvétleni se Zaci u¢i komunikovat,
vyjadiovat své myslenky, vzajemné si naslouchat a spolupracovat ve skuping.

Na druhé stran€ ucebnice zaklim nabizi zdbavné zpracované matematické téma, mnoho
zajimavych ptikladd ze Zivota, pro snazsi pochopeni uloh i fadu animaci feseni a pro zpestieni
latky cetné kvizy, jez Uizce souvisi se zadanim uloh. Kvizy ptfedstavuji propojeni matematiky
s ostatnimi pfedméty, coz je podle mého nazoru velmi pfinosné.

Interaktivni ucebnice neni propojena s zadnou jinou ucebnici kombinatoriky na ¢eském
trhu, a tudiz ji Ize pouZzivat samostatné, zcela nezavisle podle potteb a podminek ttidy.

1.3 Co najdete (nenajdete) v prirucce

V ptipravené interaktivni ucebnici se objevuji zdkladni poznatky z jedné z hlavnich ¢asti
Diskrétni matematiky, tj. kombinatoriky. Druhéd kapitola metodické ptirucky velmi strucné
pojednava o historii kombinatoriky. Domnivam se, Ze vykladem historie matematiky
(v nasem pfipadé¢ pifevdzné¢ kombinatoriky) se d& vyuka studentim =zajimavé zpestiit.
Vyucujici miize na par minut od probirané latky odbocit a studenty zaujmout genezi této
veédni discipliny. Tieti kapitola se uz tykd vyuky kombinatoriky, jejiz soucasti je seznam uloh
spolu s vysledky a pro lepsi pochopeni latky jsou nékteré ptiklady obohaceny o animace
feSeni. Popisovana kapitola je rozd€lena na dvé Casti. Prvni Cast je vénovéana kombinatorice
bez opakovani, druhd kombinatorice s opakovanim. Dalsi kapitola by méla poslouzit jak vam
ucitelim, tak 1 studentlim, nebot’ obsahuje zadani vSech uloh, jez se budou v nasledujicich
hodinach ftesit. V paté kapitole najdeme seznam kvizli, které uzce souvisi se zadanim
jednotlivych tloh a kapitola Sesta patti zavéru.

Je nutno upozornit, ze byt je nedilnou soucasti kombinatoriky i binomicka véta, popf.
princip inkluze a exkluze ¢i Dirichletliv princip, v interaktivni ucebnici jim pozornost
vénovana neni. Domnivam se totiz, Ze v ptipad¢ binomické véty se nejedna o nejslozité)si Cast
této latky a oba jednoduché principy nejsou v kombinatorice stézejni, tudiz nebyly do

i-ucebnice zarazeny.

1.4 Jak s i-u¢ebnici pracovat

Prace sucebnici neni naroc¢na, presto by vSak kazdy uzivatel mél dodrZovat nasledujici
postup.

= Celd ucebnice se ovlada za pomoci prstu Ci jiného tupého ndstroje. Pro text je
nejjednodussi vyuzivat bud’ plovouci nastroje nebo 4 rtznobarevné propisovace,
nachazejici se na poliCce tésné pod interaktivni tabuli.
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Obr.1.2: Plovouci nastroje.

specialni houbicka ‘

Specialni pera

Obr. 1.3: Specialni pera a houbicka.

= Pfi spusténi interaktivni ucebnice se zobrazi na pracovni ploSe softwaru Smart
Notebook uvodni stranka, tzv. motivacni. Obsahuje kiizovku, jejiz tajenkou je slovo
kombinatorika. Cilem je studentim naznacCit, ze piichazi zajimavé téma zdbavné
zpracované.
Po stisknuti ikony, jeZ se nachéazi na horni listé, se i-ucebnice zobrazi na celou plochu
interaktivni tabule.
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Obr. 1.4: Ikona zobrazujici i-u¢ebnici na celou plochu tabule.

= Ptejit na dalsi stranku (téZ Sablonu) ndm umozni specidlni ikona piedstavujici prechod
z jedné stranky na druhou. Tato ikona se vyuziva v celé¢ i-ucebnici, tzn. Ze cela
ucebnice je pfipravena pro postup stranky po strance.

prechod stranek

Obr. 1.5: Symboly zobrazuji ptechod stranek.

= Ikonou, symbolizujici pfepinani stranek, se posléze dostaneme na druhou Sablonu —
informativni. Dulezitd je pfedevs§im pro vyucujiciho, nebot obsahuje hlavni menu se
zékladnimi kombinatorickymi pojmy. Kliknutim na obdélnicek u kazdého pojmu (viz
obr. 1.6) se uzivatel pfesune v interaktivni ucebnici na pozadovanou stranku. Menu
rovnéz obsahuje seznam kvizi, které se v u¢ebnici objevuji.

1. Kombinatorické pravidlo soucinu

|}

. Kombinatorickeé pravidlo souctu

@ Cislo n!

Obr. 1.6: Symbol pro pfesun na pozadovanou stranku.

= Pocinaje tieti Sablonou se studenti zacinaji pomalu seznamovat se stfedoskolskou
kombinatorikou.

= Mnoho stranek v ¢asti Kombinatorika bez opakovani obsahuje kvizy, o kterych
pojednava kapitola patd. Pro symbol znazornujici dany kviz byla zvolena nasledujici
ikona:

Obr. 1.7: Ikona kvizu.



Na ikonu staci klepnout a zobrazi se zadani kvizu. Po opétovném kliknuti na stejnou
ikonu se vratime zpét k feSenému piikladu.

= N&které Ulohy jsou obohaceny o animaci feSeni, ktera umoziuje studentim dany
priklad, resp. feseni ulohy Iépe pochopit, a tak snaz proniknout do celé kombinatoriky.
Pro animace jsou zvoleny riizné ikony, u kterych je vzdy vyznaceno, Ze se jedna
o animaci feSeni.
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Obr. 1.8: Ikony charakterizujici animace feSeni.

Ptestoze ikony pro animace feSeni nejsou stejné, neni slozité je rozpoznat. Staci na
pfislusnou ikonu klepnout a otevie se srozumitelné popsané feSeni bud’ ve formé
obrazku ¢i ve formé prezentace pfipravené v PowerPointu. Pii prezentaci staci pro
pfesun na dalsi akci klepnout na interaktivni tabuli, coZ nahrazuje levé tlacitko mysi
u pocitace. Obrazek se ukoncuje ikonou (kiizkem) nachazejici se v pravé horni Casti.

—E

ukonceni obrazku ‘

Obr. 1.9: Typicky symbol pro ukonéeni obrazku.

= Neg&kolikrat se objevuje ikona znazornujici cvi¢eni formou soutéze. Soutéze jsou
zaloZené na stejném principu jako kvizy, tj. klepnutim na ikonu:

........... _—
F..SQUTEZ..!

Obr. 1.10: Ikona soutéze.

se zobrazi stranka se zadanim. Opctovnym poklepani na ikonu se vratime zpét
k feSenému ptikladu.

= Kazda stranka (Sablona) obsahuje rizné obrazky ¢i objekty, které jsou bud’ vlozeny
napevno, ¢i se s nimi d4 manipulovat. O jaké objekty se jedna a jak s kazdou strankou
pracovat, je vysvétleno u kazdé Sablony zvIast — viz kap. 3.1. a 3.2.

= Po kazdé hodin¢ je mozné si soubor ulozit. Staci zvolit spravnou ikonu, ktera je
zobrazena na hlavnim panelu — viz obr. 1.11.
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Obr. 1.11: Ikona pro uloZeni souboru.

= Cely soubor se ukonCuje velmi znadmym symbolem pro ukonceni jakéhokoliv

programu:
R
13
L

Obr. 1.12: Ikona pro ukonceni programu.



2 HISTORIE KOMBINATORIKY

Casto se uvadi, ze kombinatorika vznikla v 17. stoleti a to pouze jako podpirna &ast
teorie pravdépodobnosti. Situace vSak neni tak jednoduchd, jak se zd4. Kapitola Historie
kombinatoriky obsahuje stru¢ny a srozumitelny ptehled historie této védni discipliny
s riznymi zajimavostmi, o kterych se mize vyucujici ve vyuce zminit a tim zakim hodiny
kombinatoriky zpestfit.

Stejné tak jako matematika je soucasti lidstva od jeho prvopocatku, také kombinatorika
ma prekvapivé hluboké koteny. Jiz kolem roku 2000 pi. Kr. se objevuji prvni aplikace
kombinatoriky, ptiklady a vysledky. Nejvétsi zdroj kombinatorickych texti nachazime
v nejrozvinut&jich civilizacich t¢ doby, v Indii a Cing. Rada praci se pfitom viibec
nedochovala a vétSinou je slozité i ureni ptibliznych dat vzniku téchto textt. Napf. historie
zakladnich kombinatorickych pravidel je mnohem delSi nez se zpravidla uvadi. Vzhledem
k jednoduchosti byla totiz tato pravidla pouzivana neuvédoméle, a tudiz bez potieby se jimi
teoreticky zabyvat. O pouZivani téchto pravidel svéd¢i mnoho ptikladi. Za zminku stoji napf.
Leonardo Pisano®, znamy pod jménem Fibonacci, ktery pise ve svém dile Liber Abaci’ z roku
1202 ve 12. kapitole:

Sedm starych muzii jde do Rima;

kazdy vede sedm mezkii;

kazdy mezek nese sedm pytli;

v kazdém pytli je sedm bochnikii;

pro kazdy bochnik je sedm nozii;

kazdy niiz ma sedm pouzder.

Jaky je celkovy pocet viech uvedenych véci? °

Fibonacciho tloha je vSak variantou piikladu, ktery je uveden jiz v egyptském Rhindové
papyru’ ze 17. stol. pt. Kr.

* Neboli Leonardo Pisansky je povazovan za nejvyznamnéjsiho matematika stiedovéké Evropy.
> Liber Abaci — tzv. Kniha o abaku viak nepopisuje pocitani na abaku, ale uvadi celou fadu pocetnich metod
aritmetiky, algebry, teorie ¢isel a mnoho demonstrujicich ptikladi. Obsahuje 15 kapitol, 459 stran.
® P¥elozeno z anglického pramene:
SIGLER, L., E.: Fobonacci's Liber Abaci: Leonardo Pisano's Book of Calculation. Springer-Verlag, New
York, 2002.
Anglicky text:
[Seven Old Men Go to Rome]
,» Seven old men go to Rome;
Each of them has 7 mules;
And on each mule there are 7 sacks;
And in each sack there are 7 loaves of bread,;
And for each 49 loaf of bread there are 7 knives;
And each knife has seven scabbards.
The sum of all the aforesaid is sought. First indeed you multiply the numer of
old men, namely 7, by the numer of mules, namely 7; there will be 49 mules;
this you multiply by the numer of bags, namely 7; there will be 343 bags; this
you multiply by the numer of loaves of brad in one bag, namely 7; there will
be 2401 loaves of brad; this you multiply by the numer of knives per piaf,
namely 7; there will be 16807 knives; this you multiply by the numer of
scabbards for one knife, namely 7; there will be 117649 scabbards; this added
to the 16807 knives, the 2401 loaves, the 343 sacks, the 49 mules, and the 7
old men make 137256 for the sum, as is shown in the illustration.,,
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Mdame sedm domii, v kazdém domé je sedm kocek.
Kazda kocka zabije sedm mysi,

kazda mys by sezrala sedm klasii psenice,

z kazdého klasu by se vypéstovalo sedm méFic® zrna.
Jaky je celkovy pocet techto vyjmenovanych veci?

Podivame-li se jest¢ vice do historie, obsahuje ptiklady s pouzitim kombinatorickych
pravidel i slavnd Cinské& Kniha promeén (2200 pt. Kr.). Zakladem ¢inského systému byly znaky
Jang (-) a Jin (--), které se kombinovaly do trigramti (skupiny po tfech) a hexagramii (skupina
po Sesti). Staré ¢inské myslitele zajimalo, kolik trigramii a hexagrami je moZzné pomoci téchto
dvou znak slozit.

S kombinatorickymi otdzkami se setkdvame velmi casto také v indické matematice. Je
znam piiklad ze 6. stoleti (I¢kafsky spis), ktery uvadi vSechny typy jednoclennych az
Sesti¢lennych kombinaci z Sesti zakladnich chuti — sladkd, sland, kysela, hotka, ostra a trpka.
Kombinace se vyuzivaly také v indickém basnictvi, kde se vypocitdvaly mozné kombinace
dlouhych a kratkych slabik v n-slabicném verSi. V témze stoleti indicky astrolog
Varahamihiru (505-587) ve svém dile Brihatsamhita vypisuje vSechny mozné cCtyiclenné
kombinace z 16 riiznych viini pro vznik viini novych. Autor v textu jednoduse uvadi spravny
vysledek — vSech moznosti je 1820. Nevi se, zda-li Varahamihira vypisoval v§echny moznosti
¢i na vysledek pfiSel ptimym vypoctem. Vzhledem k tomu, Ze seznam vSech moznosti nebyl
v textu uveden, predpoklada se, ze vysledek ziskal pomoci vztahu pro pocet k-prvkovych
podmnozZin n-prvkové mnoziny.

V sedmém stoleti, v dobé vzniku Islamu, si zacali indickou matematiku osvojovat
Arabové, ktefi mimo jiné obohatili svétovou kombinatoriku novymi znalostmi o magickych
¢tvercich a binomické véte.

Ve 12. stoleti zacaly vztahy pro pocet kombinaci a variaci pronikat i do evropskych
jazykl a ve stoleti sedmnactém v jednom ze svych vyznamnych dél Cursus Mathematicus
vyjadiuje francouzsky matematik Herigonus (1580-1643) vztahy, které v novodobé
terminologii oznacujeme jako kombinace a permutace.

Magické ¢tverce

JiZz po né€kolik staleti jsou lidé fascinovani magickymi ¢tverci. Jejich historie, pfestoze
nikdy nepatfily k centrdlnim matematickym pojmim, je velmi zajimava. Magické ¢tverce jsou

7 Je povazovan za nejrozsahlejsi matematicky text ze starého Egypta, ktery se do souasnosti dochoval, a jeden
z nejstarSich matematickych texti vitbec.
Ukazka jiné ulohy:
Metoda (vypoctu) praci pastyfte.
Inu pfisel ten pastyt ke s¢itani dobytka se 70 dobytcaty. Ten iednik pro s¢itani dobytka pravil k tomu
pastyti: malo je kust dobytka, jez ptivadis! Kde je mnozstvi tvych pocetnych kusii dobytka?! Ten pastyt
pravil: privedl jsem ti 2/3 z 1/3 z bykd, ktefi mi byli svéteni. Pocitej se mnou a shledas, ze jsem tplny.
(Vysledek: 315)
Zdroj: Vymazalova, H.: Staroegyptskd matematika - Hieratické matematické texty. CEU, D&jiny matematiky,
Praha 2006, svazek 31.
¥ Mnozstvi zrna se ve starovékém Egypté vyjadiovalo pomoci méfice a jejich &asti a nasobki (1 méfice =
4,805 1).
Zdroj: Vymazalova, H.: Staroegyptska matematika - Hieratické matematické texty. CEU, Dé&jiny matematiky,
Praha 2006, svazek 31.
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Casto povazovany za nejstarsi pisemné¢ dolozené matematické objekty. Pfed vice nez 4000
roky vznikla v Ciné legenda o Zelvé a fece Lo, ktera se zachovala v knize Lo Shu. V antické
Ciné nastala povoden, kterou lidé piipisovali bozimu hnévu a aby uspokojili tento bozi hnév
a zazehnali povoden, piinaseli Bohu obétné dary. Vzdy, kdyz dary pfinesli, se nic
mimofradného nestalo — pouze to, ze z feky vylezla Zelva, kterd obesla obét’ a vratila se zpét
do teky. N&kolik zvédavych déti si vSak povSimlo, Ze Zelva ma na krunyfi podivné znaky, na
jejichz zaklade¢ si lidé uvédomili, kolik obéti maji nosit.

Obr. 2.1: Schéma na krunyii posvatné zelvy’

Jednd se pravdépodobné o prvni ptiklad magického ctverce. Jde o magicky Ctverec
ttetiho fadu s magickym ¢islem 15. Toto ¢islo praveé vyjadiovalo pocet obéti, které meli stafi
Ciflané nosit na usmifeni. Na magické Gtverce lidé této doby pohlizeli spiSe z hlediska
mystického nez matematického.

Kdy zacaly magické ¢tverce pronikat z ¢inské matematiky do arabské, se presné nevi.
Za zminku vSak stoji druhd kniha dila Encyclopedia (asi 990), ktera pojednava o ¢tvercich 3.,
4., 5. a 6. fadu. Autofi se zmifuji téZ o existenci ¢tverct fadu 7., 8.1 9., aniz by uvadéli jediné
obecné pravidlo, jak magické ¢tverce vyssiho fadu nez tfi konstruovat.

Magické Ctverce pronikly bezpochyby i do fecké matematiky. Pocatkem 14. stoleti
fecky matematik Moschopoulose (1282-1328) ve svém dile popisuje obecné pravidlo pro
konstrukci magickych ¢tverct fada délitelnych ¢tyfmi a fadi lichych.

Ob‘r-. 2.2: OBraz Melancolia'®

? Zdroj obrazku: http://mathforum.org/alejandre/magic.square/loshul.html
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Magické ctverce mizeme najit také v malifstvi ¢i architektufe. Snad nejzndméjSim
obrazem, na némz se vyskytuje magicky ctverec ¢tvrtého fadu, kde soucet Cislic v kazdém
radku, sloupci ¢i thlopticce je roven 34, je Diirerav (1471-1528) obraz Melancolia z roku
1514.

Obr. 2.3:Magicky &tverec z obrazu Melancolia’

Dal8i magicky ctverec je napf. zobrazen na sténé¢ Gaudiho katedraly v Barceloné.
Magicky ctverec je mirné pozménén tak, aby soucet cCisel v kazdém tadku, sloupci
a thlopficce byl roven ¢islu 33, coz jsou tzv. Kristova 1éta.

Aritmeticky trojuhelnik

Aritmeticky trojuhelnik zndme pod pojmem Pascaliv trojuhelnik. Jednd se o schéma
skladajici se z kombinac¢nich ¢isel:

Trojuhelnik dostal nazev po slavném francouzském matematikovi Blaise Pascalovi'?
(1623-1662), ktery popsal toto schéma ve své vyznamné knize Traité du triangle
arithmétique (tj. Pojedndni o aritmetickém trojuhelniku), kde vyslovil nékolik zdkladnich
poucek z kombinatoriky a pravdépodobnosti. Kniha byla napsana v roce 1654, vydana byla

10 Zdroj obrazku: http://markfarrar.co.uk/msghst01.htm

! Zdroj obrazku: http://www.gap-system.org/~history/Biographies/Durer.html

12 Blaice Pascal mél obrovské matematické nadani a je povazovan za jednoho z predchiideti moderni vypodetni
techniky, nebot’ sestrojil (jiz v roce 1642) pro svého otce prvni mechanicky poditaci stroj — tzv. Pascalina, na
jehoz principu fungovaly vSechny pocitaci stroje az do doby, kdy je ovladla elektronika. Jiz v 16 letech
publikoval pojednani o kuzeloseckach. Jeho korespondence s Pierrem de Fermatem v roce 1654 je povazovana
za pocatek teorie pravdépodobnosti.
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o 11 let pozdéji. Uvedené vysledky vétSinou vSak nejsou jeho ptivodni, nebot’ napt. Pascaliv
trojihelnik znal jiz diive arabsky astronom Al-Tusi (13. stoleti) ¢i ¢insky matematik Chu Si-
Chie (14. stoleti). Kombinacni ¢isla popisuje Blaice Pascal velmi jasné a srozumitelné dvojim
zpusobem: jako koeficienty binomického rozvoje a jako <cisla, kterd uvadéji pocty
k-prvkovych podmnozin dané¢ mnoziny

Prvni zminku o aritmetickém trojuhelniku miizeme vSak najit daleko dfive. Jednd se o
dilo isldmského matematika Al-Karadziho (953—-1029), které se sice nedochovalo, ale jeho
myslenky nam byly zprostfedkovany jinym islamskym matematikem.

I v Evropé Ize nalézt prace o aritmetickém trojuhelniku jiz diive nez u Pascala. Napft. ve
13. stoleti némecky matematik Jordanus de Nemor (1225-1260) o nich pojednava ve svém
dile De Arithmetica.

Obr. 2.4: Poéitaci stroj Pascalina, ktery umél séitat a odgitat."

Moderni kombinatorika

Prestoze se kombinatorikou zabyvala fada matematikii v pribéhu celé historie
matematiky, zacind se diky teorii pravdépodobnosti kombinatorika vydé€lovat teprve
v poloviné 17. stoleti jako samostatnd ¢ast matematiky. V této dob& bylo napsano hned
nékolik dél, které vyznamné ptispély k rozvoji kombinatoriky. V roce 1665 to byla jiz vyse
zminéna Pascalova kniha Traité du triangle arithmétique. Motivaci této prace bylo
ptedpovidani vysledkti hazardnich her. Pascal se pokusil vyfesit tlohu o spravedlivém
rozd¢leni sazky:

~Dva hraci hraji sérii her o néjakou castku C; tuto castku ziska ten hrac, ktery jako prvni
vyhraje k her (lidové se nékdy vika, Ze hraci hraji na k viteznych her). Pravdépodobnost vyhry
v kazdé jednotlive hre je pro oba hrace stejna (oba hraci jsou ,,stejne dobri*). Serie her je
predcasné ukoncena ve chvili, kdy jednomu hraci chybi do vyhry m her, druhému hraci chybi
do vyhry n her. Jak ma byt spravedlivé rozdélena éastka C mezi hrace? “ '*

Za prvni samostatné kombinatorické pojednani byvéd nékdy povazovéna Leibnizova
prace Ars combinatoria. Spis byl vydan vroce 1666, kdy bylo Leibnizovi 20 let
a matematikou se jeSté vliibec nezabyval. Plny nazev spisu nasvédcuje tomu, Ze Leibnizovi
vlastné¢ o matematiku ani neSlo a uzival ji pouze jako nastroje k feSeni problému, které
bychom dnes nejspiSe oznacili jako logicko-filozofické (ostatné v nékterych vydénich
Leibnizovych spist je tento spis fazen mezi spisy filozofické). Spis ma zhruba 100 stran

13 Zdroj obrazku: http://www.gap-system.org/~history/Mathematicians/Pascal.html
' Zdroj: Magak, K.: Pocdtky poctu pravdépodobnosti. Prométheus, Praha, 1997.
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a problematice matematické je vénovana (nejvyse) polovina z nich. Z historického hlediska je
tteba konstatovat, Ze se zde znovu (nezavisle na Pascalovi) objevuje aritmeticky (tj. Pascaliiv)
trojuhelnik i n&které dali pojmy a vysledky kombinatorické."

Kombinatorikou se zabyval i vyznamny $vycarsky matematik Jakob Bernoulli'® (1654—
1705). Své poznatky sepsal v letech 1679-1685 v nedokonceném spise Ars conjectandi, ktery
byl vydan Jakobovym synovcem Niclausem osm let po Jakobové smrti, tj. roku 1713.

Vlastni spis ma 239 stran formatu (pfiblizn€) A5 a je ¢lenén do Ctyf Casti. Prvni ¢ast je
vénovana hazardnim hram. Druhd ¢ast je v podstaté ucebnici kombinatoriky, tfeti Cast Ize
charakterizovat jako sbirku kombinatorickych uloh s herni motivaci. Z hlediska historie poctu
pravdépodobnosti byla nejdilezitéjsi ctvrta cast knihy, a to i piesto, ze ziistala nedokoncena.
Jejim hlavnim piinosem byla prvni formulace a ditkaz zékona velkych &isel.'”

Dalo by se fici, Ze dneSni ucebnice stfedoskolské kombinatoriky se od spisu Ars
Conjectandi ptilis§ nelisi. Nékdy je prave toto dilo povazovano za zavrSeni obdobi formovani

kombinatoriky jako relativné samostatné ¢asti matematiky.

Osobnost, jez ma jeden znejvyznamnéjSich podili na vyvoji kombinatoriky a ktera
zvlast vyznamné ptispéla k rozvoji této védni discipliny, byl Leonhard Euler (1707-1783).

SOHMYERZERISCH

ITYRCOLYN 370NYE

B/ANS

b WHIANNE 3 TENOE Y YONYH

Obr. 2.5: Leonhard Euler na $vycarské bankovce'®.

Jiz v roce 1723 ziskal Euler magistersky titul v oboru filozofie, dale studoval teologii,
ale opravdové nadSeni pro studium nasSel az v matematice, jejiz studium dokoncil na
univerzité v Basileji'’ v roce 1726 (jeho uéitelem matematiky byl Johann Bernoulli). Euler je
povazovan za nejplodnéjsiho matematika vSech dob. Krom¢é matematické analyzy a algebry
se mimo jiné také zabyval binomickym rozvojem (pfipisuje se mu symbol pro kombinacni

1% 7droj: Macak, K.: Pocatky poctu pravdépodobnosti. Prométheus, Praha, 1997.

' Jakob I Bernoulli studoval nejenom teologii, ale také se zabyval matematikou a astronomii, i kdyz s tim jeho
otec nesouhlasil. Od roku 1687 az do své smrti byl profesorem matematiky na basilejské univerzité. Kromé
kombinatoriky a teorie pravdépodobnosti se také mimo jiné zabyval matematickou analyzou a mechanikou. Jeho
zakem byl napf. otec Leonharda Eulera.

17 7droj: Magak, K.: Pocdtky poctu pravdépodobnosti. Prométheus, Praha, 1997.

'8 Zdroj: FLAJOLET, P..SEDGEWICK, R.: Analytic combinatorics — Symbolic combinatorics. 2002. Online
text: http://algo.inria.fr/flajolet/Publications/F1Se02.pdf

1 Leonhard Euler se po ukon&eni studif na univerzité v Bazileji uchazel o misto na katedie fyziky, pro svij
mlady vek (19 let) byl vSak odmitnut. Béhem svého Zivota pisobil na akademii v Petrohradé, v Berling a prave
na akademii v Berlin€ dosahl nejvyznamnéjsich matematickych vysledkt. Velmi vyznamné jsou jeho prace

z matematické analyzy, kterou se zabyval témér cely Zivot.
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¢islo), latinskymi Ctverci, vytvofujicimi funkcemi atd. V roce 1728 zformuloval slavnou
ulohu o 36 distojnicich®, jez souvisi s konstrukci dvou ortogonalnich latinskych &tverct
Sestého fadu. Po mnoha pokusech, kdy se snazil zkonstruovat tyto ctverce, vyslovil hypotézu,
7e takové ortogonalni &tverce neexistuji. Uloha vsak byla dokdzdna az po jeho smirti
francouzskym matematikem G. Tarrym roku 1900. V ,rekrea¢ni matematice™ a v relativné
samostatné Casti diskrétni matematiky zvané teorie grafil, je s Eulerovym jménem spojovéna
znama uloha o sedmi mostech mésta Kralovce. Jeji znéni je nasledujici:

, Méstem Konigsberg (Cesky Krdlovec, v soucasnosti tzv. Kaliningrad v Rusku — byvala
metropole Vychodniho Pruska) tece reka Pregel. V této rece jsou dva ostrovy, které byly
s pevninou a vzdjemné propojeny sedmi mosty. Ukolem je zjistit, zda je mozné vyjit z jednoho
mista, projit po kazdém mosté prave jednou a skoncit prochazku ve vychozim bode.

Ukolem tedy bylo zjistit, zda je mozné graf z obr. 2.6 ,,namalovat jednim tahem*. Euler
nejenze v roce 1736 tuto ulohu vytesil — dokazal, Ze graf jednim tahem sestrojit nelze, ale také
obecnd vyiesil, které ,,grafy jednim tahem namalovat lze.”!

Obr. 2.6: Mapa mésta Kralovce®

Za zminku téz stoji problém tykajici se tzv. polomagickych c¢tverci (soucet Cisel
v kazdém tadku a sloupci je stejny, nemusi to vSak platit pro uhlopticky), kterymi se Euler
rovnéz zabyval. Problém by se dal formulovat takto:

wMiize Sachovy kiin postupné projit vSechna pole na sachovnici tak, aby na kazdé pole
vstoupil praveé jednou? “

Euler nasel pekné feseni a to v dobé, kdy jiz byl davno slepy. M¢l vsak tak vyjimecnou
pamét’, Ze byl schopen ve védecké praci pokracovat. Zapise-li se feSeni do Ctverce tak, ze kin
skace z pole oznaceného n na pole n+1, dostaneme Ctverec, jenz je zndzornén na obr. 2.7.

Timto problémem se pozdé&ji zabyval i napt. Sachista Jaenisch. Jeho feSeni nejenze tvoti
rovnéz polomagicky Ctverec, ale kin také mize skocit z pole €. 64 na pole s¢. 1, tzn. ze
z posledniho pole své cesty miize skoCit na vychozi pole. V teorii grafu je takovy graf
povazovan za hamiltonovsky.

20 Sestavte 36 diistojnikii 6 riiznych hodnosti ze Sesti riiznych plukii do ctverce tak, aby v Zddné Fadé ani
v zadném zdstupu nestadly dva diistojnici stejné hodnosti ani dva dustojnici ze stejného pluku.*

2! Vice napt. v publikaci: Fuchs, E.: Diskrétni matematika pro ucitele. Brno 2001.

*2 Zdroj: http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Mathematicians/Euler.html
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Obr.2.7: Cesta $achového kon&*
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Na pielomu 17. a 18. stoleti Zijici matematik Abraham de Moivre** (1667-1754) byva
Casto povazovan za ,,0bjevitele” principu inkluze a exkluze, ktery aplikoval na proslulou
ulohu — problém derangement (problém Satnarky). Formulace tohoto problému je nasledujici:

Do Satny odevzdalo n osob sviij klobouk. Jaka je pravdépodobnost toho, zZe kdyz vsichni
ztratili listek od satny a satnarka jim klobouky pri odchodu vydavala zcela nahodile, dostal
alespon jeden clovek svuj klobouk? “

Za objevitele je de Moivre povazovan prevazné z toho diivodu, Ze princip inkluze a
exkluze popsal jako prvni. Je ovSem velmi pravdépodobné, Ze tento princip byl zndm jiz
mnohem dfive, ov§em o jeho ptivodu se ndm nedochoval zadny diikaz.

Princip inkluze a exkluze se dé pouzit i pti feSeni dalsi velmi zndmé ulohy o hostech (the
ménage problem).

., Kolika zpusoby muzeme rozsadit kolem kulatého stolu n manzelskych pari tak, aby se muzi
a zeny pravidelné stiidali a Zadni dva manzelé pritom nesedeli vedle sebe? *

Jako prvni ndm tuto Glohu zprostiedkovava Eduard Lucas (1842-1891) v roce 1891.

V 19. stoleti se na kombinatoriku nahlizi jako na jiz béznou ¢ast matematiky. Za dalsi
vyznacné datum pro kombinatoriku je povazovan rok 1901, nebot némecky matematik
Eugen Netto (1848-1919) vydava ucebnici kombinatoriky Lehrbuch der Kombinatorik, jez
obsahuje veskeré tehdejsi kombinatorické znalosti. Casto se podle autora této uéebnice fika,
7e ,kombinatorika je ¢ast matematiky zabyvajici se rozdélovanim, uspotfddanim, nebo
vybérem prvkil njaké mnoziny**.

Devatenactému stoleti je pripisovan i zndmy tzv. Dirichletiv princip (piihradkovy
princip, neboli tzv. princip zasuvek). Jako prvni ho vyslovné€ pouZil némecky matematik Peter

3 FUCHS, Eduard.: Magické ctverce aneb od knihy I-ting k internetové soucasnosti. In Matematika, fyzika a
vzdeélavani. Brno : VUTIUM, 2004.

2% Abraham de Moivre se narodil ve Francii, studoval na zndmé univerzit& — Sorbonna, v letech 1685-1688 byl
jako protestant véznén, poté emigroval do Anglie. Zabyval se mimo jiné teorii fad, teorii pravdépodobnosti,
komplexnimi ¢isly.

* Fuchs, E.: Diskrétni matematika pro uéitele. MU, Brno 2001.
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Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), ktery se rovnéz zabyval teorii ¢isel a matematickou
analyzou.

Dvacité stoleti je obdobim bouflivého rozvoje matematiky. Kombinatorické metody se
vyuzivaji v geometrii, statistice, programovani, pifi sestavovani a lusténi koda, atd.
V souvislosti s rozvojem vypocetni techniky se zacala rozvijet celd diskrétni matematika,
dochdazelo k jeji vnitini diferenciaci a vznikla cela fada novych ¢asti matematiky.

2.1 Vhodné a zajimavé zdroje historie matematiky:

[1] BIGGS, N. L., LLOYD, E. K., WILSON, R. J.: Handbook of Combinatorics.
The Mit Press, Cambridge, Massachusetts, 1995. ISBN 0-444-88002-X

V knize je historii kombinatoriky vénovéana jedna kapitola, konkrétné 44., str. 2163 —
2198. Kapitola popisuje kombinatoriku ve sttedovéku, jeji moderni pocatky, vznik teorie
grafil, teorie mnozin a algoritmy v kombinatorice.

[2] BIGGS, N. L.: The roots of combinatorics. Historia Math. 6 (1979), s.109 — 136

[3] EVES, H.: An introduction to the history of mathematics. Saunders College Publishing,.
ISBN 0-03-029558-0

Dilo je rozdélena do dvou zédkladnich kapitol a podavéa celkovy piehled o historii
matematiky. Prvni kapitola pojedndva o jeji historii pied 17. stoletim (napf. babylonské,
egyptské, tecké, Cinské, indické a arabské, vcetné evropské od 5. do 16. stoleti). Druha
kapitola je vénovana historii matematiky 17. stoleti a pozd¢&ji. Jsou zde popsany rizné
matematické problémy, jez jsou spjaty s nejvyznamnéjSimi jmény nejen matematického
svéta jako napf. Naper, Galileo, Kepler, Pascal, Fermat, Newton, Leibniz, Euler,
Lagrange, Bernoulli a celé fada dalSich.

[4] FAUVEL, J., GRAY, J.: The history of Mathematics. A Leader. Macmillan press LTD,
Basingstoke, 1987. ISBN 0-333-42790-4

Prace podava obecny ptehled o historii matematiky. Obsahuje piehled celé tady
vyznamnych matematikli v€etné jejich teorii a matematickych problém, na jejichz feSeni
se podileli.

[5] FUCHS, E.: Diskrétni matematika pro ucitele. Masarykova univerzita, Brno, 2001.
ISBN 80-210-2703-7

Publikace je rozdélena do dvou zakladnich Casti. Prvni je vénovana kombinatorice a druhé
poskytuje zakladni pojmy z teorie grafii. Celym textem se prolinaji historické zajimavosti
tykajici se dané problematiky a pfestoze je prace urCena predevSim studentim vysokych
Skol, l1ze zni Cerpat i pro vyuku na stiednich Skolach. V prvni kapitole autor velmi
srozumitelné popisuje zakladni kombinatorické pojmy, princip inkluze a exkluze,
rozdélovani do ptihradek, rozklady kone¢nych mnozin, vytvorujici funkce aj.
[6] FUCHS, Eduard.: Magické ¢tverce aneb od knihy I-t'ing k internetové soucasnosti. In
Matematika, fyzika a vzdelavani. Brno : VUTIUM, 2004. ISBN 80-214-2601-2, s. 29-63.
Online text: http://bart.math.muni.cz/~fuchs/Efuchs/historie_pdf/mactv.pdf

18


http://email.seznam.cz/redir?hashId=1396400331&to=http%3a%2f%2fwww%2emuni%2ecz%2fpeople%2f182
http://bart.math.muni.cz/~fuchs/Efuchs/historie_pdf/mactv.pdf

Clanek pojednava o historii, vyvoji magickych &tvercii, jez jsou spojeny prevazné
s ¢inskymi déjinami. Velmi zajimavé popisuje i jeden z nejstarSich dochovanych textd
¢inské civilizace, knihu I-ting (Kniha promén) a jedna kapitola je i vénovana magickym
¢tvercim v Evropé.

[7] KATZ, J. V.: A history of Mathematics. Addison-Wesley ducational Publisher, 1998.
ISBN 0-321-01618-1

Publikace je rozdélena do 4 casti. Prvni se vénuje historii matematiky pted 6. stoletim,
druhd popisuje matematiku v obdobi 6. — 14. stoleti, dalsi pak poskytuje informace
o historii matematiky v 15. — 17. stoleti a posledni je vénovdna moderni matematice, tj.
18. — 20. stoleti. Autor se =zabyva rozvojem algebry, analyzy, pravdépodobnosti
a geometrie v riznych stoletich. Kombinatorice jsou vénovany kapitoly ve druhé casti
publikace a dale v ramci pravdépodobnosti.

[8] MACAK, K.: Po¢atky po&tu pravdépodobnosti. Prométheus, Praha, 1997.
ISBN 80-7196-089-6

Kniha je vénovana vzniku poctu pravdépodobnosti ve druhé poloviné 17. stoleti. Je
rozdélena do Ctyf casti. Prvni je Gvodem do historie vzniku poctu pravdépodobnosti
a predkladd ptehled hlavnich vysledki Pascalovych, Fermatovych ¢i Huygensovych
véetné zékladnich udajii o souvisejicich spisech z oblasti kombinatoriky a pojistné
matematiky. Ve druhé kapitole je rozebran Huygenstv spis De ratiociniis in ludo alece,
tieti kapitola popisuje Pascalovo pojednani o Traité du triangle arithmétique a Ctvrta Cast
se vénuje spisu Jakoba Bernoulliho Ars conjectandi.

[9] http://www.ams.org/mathweb/index.html - (stav k 13. 7. 2010)

[10] http://archives.math.utk.edu/topics/history.html - (stav k 10. 7. 2010)

[11] http://www.gap-system.org/~history/Mathematicians - (stav k 5. 5. 2010)

[12] http://www-history.mcs.st-andrews.ac.uk/index.html - (stav k 20. 5. 2010)

[13] http://markfarrar.co.uk/msghstO1.htm - (stav k 20. 5. 2010)

[14] http://mathforum.org/isaac/mathhist.html - (stav k 7. 6. 2010)

[15] http://mathforum.org/library/topics/history/ - (stav k 11. 6. 2010)

[16] http://www.math.muni.cz/~sisma/history/uvod.html - (stav k 12. 5. 2010)

[17] http://vedci.wz.cz/ - (stav k 2. 6. 2010)
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3 INTERAKTIVNI UCEBNICE (i-u¢ebnice)

Tato kapitola obsahuje nejenom seznam kombinatorickych uloh, které jsou spolu
s animacemi feSeni klicovymi body ucebnice, ale i seznam kvizil, jez jsou pro zpestieni
ptifazeny k nékterym uloham a jejichz téma uzce souvisi se zaddnim uloh. Je jen a jen na
uciteli a atmosféte ve tfid¢, zda kviz pouzije. Pfipravené slovni hadanky ¢i zdbavné hry je
vhodné pouzit v ptipadé, kdy se studenti uz nesoustiedi na probiranou latku a potfebuji malou
pauzu. U nékterych piikladii ¢i kvizii se objevuji 1 otdzky k zamySleni, popf. soutéze.
Animace feSeni uciteli usnadnuji a ulehcuji praci, nemusi nic psat na tabuli a celou dobu se
muze plné vénovat vykladu a chovani zakd.

Interaktivni ucebnice je pfipravena tak, ze rizné typy piikladii se prolinaji (studenti se
nauci 1épe ,,.kombinatoricky pfemyslet™), nebot’ se domnivam, ze neni dobré fesit urcitou dobu
ulohy zamétené pouze na jednu ¢ast kombinatoriky, coz se praktikuje na mnoha Skoléach.

Cela tato kapitola by méla poskytnout uZzivatelim ucelené informace, je psana
srozumitelné a pro nazornost jsou piipojeny i obrazky znazoriujici jednotlivé stranky
interaktivni ucebnice. Vyucujici pouzivajici i-u€ebnici musi umét do urCité miry pracovat
s interaktivni tabuli SMART Board, ovladat ji, vyuzivat jeji moznosti a samoziejmé byt
poucen i o bezpecnosti prace. Ucitel miize volit nejen své vlastni tempo, ale 1 piiklady
k feSeni  (nefeSené ptiklady se jednoduse pteskoci). K pochopeni zdkladnich
kombinatorickych pravidel a typt kombinatorickych tloh neni zapotiebi vyuzivat jiné zdroje
¢i publikace, nicméné zalezi na kazdém zvlast, jak s i-uc¢ebnici vynaloZi.

Veskeré obrazky objevujici se v interaktivni ucebnici byly vytvofeny bud’ v programu
Smart Notebook, v programu Malovani, nebo vybrany z Galerie obrazk(i Smart Notebook ¢i
ze souboru obrazklti vyskytujici se na portalu http://www.google.cz/. Animace feSeni
a obrazky snimi souvisejici jsou pfipraveny v programu PowerPoint. Ucebnici si kazdy
vyucujici miize dal upravovat, piidavat informace, které poklada za dulezité a cely kurz si tak
pozmeénit k obrazu svému.

3.1 Kombinatorika bez opakovani

Kazda ptipravena stranka (Sablona) této casti interaktivni ucebnice je vloZena do
ptirucky jako obrazek, pod kterym je srozumitelné popséano, jak se strdnkou pracovat, ¢eho
1ze vyuzit a zda je ptiklad 1 obohacen o animaci feSeni, kviz apod.

VétSina Sablon vyuziva tzv. stinitko neboli specidlni ,roletku®, coz je Sedivy pruh
nachazejici se nejcastéji v dolni ¢asti stranky. Cilem ,,roletky* je v daném okamziku skryt vse,
co zatim nema byt vidéno. Da se posouvat ve sméru vertikalnim i horizontalnim. Pokud je na
strance vloZena, je vhodné ji pouzit.

Je velmi dilezité, aby studentim ,,neutekl” zacatek, sprdvné pochopili ob¢ zakladni
kombinatorické pravidla (souctu a soucinu), a proto doporucuji zastavit se u kazdého ptikladu
tak dlouho, jak je potfeba. Rovnéz je vhodné, neustile studentim ukazovat, Ze neexistuje
pouze jeden zpusob feSeni jednotlivych ptikladt. Ucitel by vSak nemél rtizné zplisoby feSeni
(ne vSechna jsou vzdy zndzornéna v pfipravenych listech) studentim piedlozit bez jejich
premysleni, mél by nad feSenim se studenty diskutovat, nebot’ pouze opisovanim z tabule se

v

dalezité, sdm musi kombinatorice rozumét a byt do urcité miry znalcem této ¢asti matematiky.
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Myslim si vSak, ze pravé tento zpisob vyuky predstavuje prvni uspésny krok ke zvladnuti
celého uciva.

r wr

3.1.1 Sablony prvni &4sti i-uéebnice

1. Sablona
KFizovka Vam odkryje nové téma, které budeme probirat.
YO N O I
M
s |
z
V]
2 ||
Z
S U
0 0 |
L1 fe
2 |
L [ [ [
[l ol drohy  HEH o paty sedmy  devaty ~ jedendcty e
: ctvrty Sesty osmy desaty dvanicty

Na zahajeni je zvolena jako motivacni prvek kiiZzovka, jejiz tajenkou je slovo
kombinatorika. Otazky k jednotlivym fadkiim jsou specifikovany v dolni ¢asti Sablony
pod oznadenim - Radek. Napf. chceme-li vylustit druhy fadek, stadi kliknout na slovo
»druhy* a ukaze se otdzka v podobé obrazku. Specialni tuzkou se pak do dan¢ho tfadku
zapiSe spravna odpovéd. U lusténi si studenti mohou zopakovat jiz diive probrané
matematické pojmy.

2. Sablona
Tato Sablona obsahuje seznam zdkladnich kombinatorickych pojmli véetné seznamu
kvizl. Jedna se o kombinatorickd pravidla souc¢tu a soucinu, pojmu #!, kombinacni Cislo,
vztahy mezi kombina¢nim c¢islem a n!, Pascaliv trojuhelnik. Kliknutim na svétly
obdélnicek, ktery se nachéazi pod kazdym bodem seznamu, se posunete v kurzu na stranku,
jez obsahuje dané fakta. Zpét na hlavni menu se vratite timto rychlym zptsobem pouze ze
seznamu kviza.
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3. Sablona

Déti z Hudebni 8koly Skfivének, mezi nimiZ byla i dvojcata Dita a Zita, psaly v ramci
hudebni nauky pisemnou praci z not. Kolik moznosti oznamkovani mohla dvojcata od
ucitelky obdrzet, jestlize vime, ze dvojcata nedostala stejnou znamku? (Kolik dvojic

riznych znamek piipada v tivahu?) Vsechny moznosti i vypiste.

Dita Zita Dita Zita Dita Zita

— Vsech moznosti je:

== .. H e

Rozsirll strénky

Na této Sablon¢ se jiz vyskytuje prvni uloha. Studenti mohou nejprve do ptipravené
tabulky vypsat vSechny moznosti, které piidaji v ivahu. Spravnou odpovéd zapisi do
bilého ovalu a néasledné se zamysli nad jinym zptisobem feseni. Ucitel by mél vénovat
urcity Cas prave diskusi k témto feSenim.
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4.

Sablona

Prvni zpusob feSeni: - vypsani viech moznosti
Druhy zptisob feseni:
Dita Zita Dita Zita Dita Zita
1 2 2 1 3 1
3 3 2 « o oatd
4 4 4
5 5 5
4 moZnosti 4 moZnosti 4moznosti ... = 4+4+4+4+4=
20 moZnosti
Treti zpusob feseni: Zita
znamky | 1 2 3 4 5
x| v ||| ¢
ArAEArArar;
Dia 3| ¢ |V | x|¥ |V = 5+ 4 =20 moznosti
= - ’ l { i /
S I FAATACAE:

Touto Sablonou miize vyucujici velmi podrobné¢ rozebrat dany piiklad a ukdzat studentim
jiz na zacatku celého kurzu, Ze ke spravnému vysledku lze dojit nékolika zpisoby.
Sablona vyuziva specidlni ,roletku® pro zakryti nékterého ze zpiisobu feSeni. Piiklad

obsahuje kviz ¢.2.
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5.

Sablona

Ve skolni jidelné jsou dnes v nabidce tato jidla:

polévka: - slepiéi vyvar (Py, salit: - rajlatovy (S:)
- zeleninova, krémova (P;, - zelny (Sz)

hlavni jidlo: - pefené kufe s ryzi (Jy,
- pInény paprikovy lusk, rajskid omaéka, houskovy knedlik (J;)
- kapustovy karbanatek, bramborova kase (J3,

Kolika zplisoby si miizete vybrat ob&d (kolik existuje riznych obédi), ma-li obsahovat
polévku, hlavni jidlo a jeden salat?

feseni: P. P,
T T
i I "L I~ J; "5
/\ /\ N\ \\ / \\ /\ \\

S5 5 S, 5 S S, § 05 S 5 S S, =+ 12

riaznych obédi

neboli:
2 mf)i?osti : 3 m’oiilosti ) 2 m?irvmsti > 2.3.2=12
vybéru vybé&ru vybéru —
Cpolévka | hljidlo salat
&
e |
. . X

I tento piiklad je zaméfen na kombinatorické pravidlo sou€inu. Studenti by nejprve méli
dostat prostor pro vyieSeni a teprve poté muze vyucujici postupné odkryvat jednotliva
feSeni a pomalu je vysvétlovat, pficemz neustdle mize na strance cokoliv podtrhnout,
zakrouzkovat, zvyraznit apod.

V pravém dolnim rohu se nachazi ikona pro kviz (otdzku pro zpestieni latky). U kvizu
se také objevuje jedna jednoduchd kombinatoricka uloha:

K dispozici jsou pismena slova ZEMAKY v riznych barvich — Ix Z, 3 riiznobarevnd
pismena E, Ix M, 2 riiznobarevnd pismena A, Ix K, Ix Y. Kolik riizné barevnych ndzvii
 ZEMAKY “ miizeme utvorit z téchto pismen?

Pod oranzovym obdélnickem (staci odkliknout) se ndm ukaZe spravna odpovéd (Sest
moznosti).
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6.

Sablona

Parddnice Vlasta si vzala na dovolenou k mofi 5 rizné barevnych tilek a 3 rizné sukné
(1 minisukni, 1 sukni ke kolenim a jednu dlouhou sukni). Kolika zptisoby si miize
obléknout tilko a sukni, aby pokazdé vypadala jinak?

fedeni:

Il

Vysledek

Kombinatorické pravidlo soucinu

Pocet vSech uspoiadanych n-tic, jejichz prvni ¢len lze vybrat a; zpusoby, druhy ¢len po
vybéru prvniho a; zplsoby, tieti ¢len po vybéru prvniho a druhého élenu a; zplisoby, ... |
az n-ty ¢len po vybéru viech predchazejicich ¢lenti @, zptisoby, je roven soucinu:

Apxdox dix ... x dy. (6200 Y
@_ﬁ|...|@|

Zde je vyhodné vyuzit stinitko, které ndm nejprve zakryje vSe kromé zadani. Postupné 1ze
pak odkryvat feSeni, pti¢emz pod bilym obdélnikem je schovana spravna odpoveéd’ (staci
obdélnikem posunout).

Po odkryti zbylé ¢asti stranky se studenti seznami s prvnim kombinatorickym pravidlem -
pravidlem soucinu a znovu si na tomto piikladu nadzorné¢ ukdzi, co toto kombinatorické
pravidlo definuje.
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7. Sablona

Na Sachovnici 8 x 8 umistéte obé véze (tzn. Cernou a bilou) tak, aby ¢erna stala na
¢erném policku, bila na bilém a aby jedna nevyhodila druhou, tzn. obé véze se nesmi
nachazet ve stejném fadku ani ve stejném sloupci. (Pozor: neodpovida pravidltim sachové hry.)

fedeni:

a b ¢ d e f g h

8
J - moinych 32 policek
7 g
. l - moznych 24 policek
5 i
4 32-24=1768
moznosti umisténi
3
2 2
1 1

(T

[x]

U Sachovnice jsou k dispozici dvé véze - bila a Cerna, a dvé Cervené usecCky na sebe
kolmé, pomoci nichz je mozné si na Sachovnici detailn¢ ukazat, kolik existuje vSech
moznosti umisténi vézi. S tseCkami, bilou a Cernou véZzi se da pohybovat. Staci ptiloZit
prst na dany objekt a posunout jej jinam.
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8.

Sablona

Urcete pocet vSech pfirozenych dvojcifernych €isel, v jejichz dekadickém zapisu se
kazda cislice vyskytuje nejvyse jednou.
feSeni:
1. zptisob
10x + y

(1 6 |
& 9 g 7 )
-y
Y/
9 moznosti 9 moZnosti

I

Podle pravidla sou¢inu: 9 - 9 =81 ¢&isel.

.l |

Toto zadani je ptevzaté z kombinatorickych ucebnic a sbirek, kde se hojn¢ vyuziva. Jedna
o nazorny piiklad, na kterém lze jasné ukazat rozdil mezi kombinatorickymi pravidly
soucinu a souctu. Z tohoto diivodu byl ptiklad vlozen i do této i-u¢ebnice.

Prvni zpusob feSeni je zaloZzen na kombinatorickém pravidlu soucinu, kdy se urcuje
pocet Cislic, ktera mizeme vlozit do dvojciferného ¢isla na mista desitek a jednotek.

Na kviz, v potadi jiz paty, navazuje nasledujici jednoducha uloha.

Kolik existuje prirozenych cisel mensich nez 100 slozenych z prvnich 7 cisel Fibonacciho
posloupnosti? Fialovy obdélnik skryva spravnou odpoved (5 + 6 + 4x5 = 31).

Pfipravenym stinitkem je vhodné nejprve tlohu zakryt a studenty kvizem odreagovat.
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9.

Sablona

2. zpiisob 10,11,12,13, ..., 97,98, 99
mnozina M, mnozina M,
M, = {10x +y; x =y} M, = {10x +y; x # y}

M= {11,22,33, ..., 88,99} ECRORD

M, + M,= {10, 11, 12, ..., 98, 99} - -  90=M,+M,=M,+9
M;=90-9
M, = 81 danych cisel

Kombinatorické pravidlo souctu

Jsou-li My, M, ..., M, kone¢né mnoziny, které maji po fadé k;, ks, ..., k, prvki, a
jsou-li kazde dvé disjunkni, pak pocet prvki mnoziny M; U M> U ... U M, je
roven souctu k; + k>, + ... + k,.

£

™ .ﬁ|---|ﬂ

otd

Tato Sablona obsahuje druhy zpiisob feseni piedchozi ulohy (Sablona ¢. 8). Vyuziva se zde

druhého zédkladniho a velmi dilezitého kombinatorického pravidla souctu.

Ulohu vétsinou studenti budou fesit prvnim zptisobem, a tudiz se nabizi otazka jiného
feSeni. Pokud druhy zplisob feSeni nikoho nenapadne, pozvolnym odkryvanim stinitka je
mozné jej se studenty podrobné probrat a poté definovat kombinatorické pravidlo souctu.
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10. Sablona — obsahuje pouze mapu a zadani ptikladu, které se objevuje i na nasledujici
Sabloné¢ €. 11.
11. Sablona

Kolika zptusoby se muze dostat Hugo z autobusové zastavky k rybniku Jureéek, muze-li jit
pouze po vyznaéenych cestach a ma-li se zastavit na namésti Csl. armady pro kamarada Cyrila?

al /bl\
BUS /j namest by rybnik
bs

zastavka —  Jurecek

Az Csl. armady
as v

vysledek

o Kolika zptisoby se muze dostat Hugo k rybniku Jure¢ek a zpét na autobusovou zastavku, jsou-li
ptedchozi podminky zachovany a ma-li jit zpatky stejnou cestou jako k rybniku?

vysledek

o Kolika zptsoby se miZe dostat Hugo k rybniku Jurecek a zp&t na autobusovou zastavku, jsou-li
podminky zachovany a ma-li jit zpatky po jinych cestach neZ 3el k rybniku?

vysledek
IEE—
S L | -aa | HE
L4 {4 'lj

Jednoducha mapa znazoriiuje vSechny mozné cesty z autobusové zastavky k rybniku
Jurecek. Pod bilymi poli se vyskytuji spravné odpovédi, které se ukazi posunutim bilych
ploch. Ptiklad ukazuje rozdil mezi kombinatorickym pravidlem souctu a soucinu. Pii
pouziti pravidla soudtu je feSenim soudet 3 + 3 + 3. Reenim pravidla souéinu je soudin
3krat 3.

Dalsi dvé otazky obsahuji omezujici podminky a cela tloha je komplikované;si.

Kviz ¢. 6 nas mimo jiné zavede do Moravskoslezskych Beskyd, kde se nachazi jedna
z nejznamé;jsich kapli sv. Cyrila a Metod¢je.
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12. Sablona

Ctverec (ozn. A) o strané 3 cm je rozdélen na 9 stejnych étvercii o strané 1 cm. Uréete,
kolik je v danem ctverci A Ctvercil.

feSeni:

mnozina A, - obsahuje viechny ctverce o strané Icm.

y pocet: ?

3cm ..
mnoziny

mnozina Azt Jjsou
disjunkni

3em
mnozina Az:
A4l + 1Al + [A4] =
12290 K
@l EHL

Ukézkovy priklad kombinatorického pravidla souctu. S zadnymi objekty nelze na strance
manipulovat, pouze specialni tuzkou je mozné EtvereCky o stejnych délkach oznacovat,
krouzkovat apod.

Kviz €. 7 je pro studenty velmi atraktivni, nebot’ si mohou v ramci tkolu zkusit jeden
latinsky ctverec vyplnit.
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Nasledujici Sablony ptedstavuji celou fadu jednoduchych ptikladi k procviceni rozdilii mezi
kombinatorickymi pravidly souctu a soucinu; pravidly, na nichZ je zaloZena cela
kombinatorika.

13. Sablona

Maminka koupila svym dceram Jang, Petie a Lence 3 riizné mice. Kolika zpusoby je
miZe mezi dcery rozdélit tak, aby kazda dostala pravé jeden?
Jana Petra Lenka C--E) @ 6
L (@ e e
Zaver:
2. Maminka miZze rozdat mice Sesti riznymi zptsoby.
3. ol o
Jin¢ feSeni:
4.
Jana Petra Lenka
3. 3 moznosti 2 moznosti | moZnost 3.9.1
vybéru vybéru vybéru
6. U
7. 6 riiznych zpiusobit
132 i
8. L ‘ T | R
animace: klikni = J¢ . . x|

Uloha zaméfena na pravidlo sou¢inu. Studenti si mohou nejprve vechny moznosti feseni
bez pouziti pravidla soucinu ukazat. K tomu je pfipravena v levé ¢asti tabulka a v pravé
horni ¢asti tf1 mice, u kterych je nastaven tzv. ,,nekone¢ny klonovac*. Kazdy mic lze vzit
nekonecné mnohokrat a vlozit do ptipravené tabulky. Tento postup feseni jasné ukaze, zda
studenti umi postupovat systematicky. Je rozdil, zda se mice vkladaji do tabulky nahodile
¢i podle urcitého pravidla. Nasledujicim krokem by meélo byt feSeni s vyuzitim
kombinatorického pravidla soucinu (viz — Jiné feSeni).
Pokud se najdou studenti, kterym stale kombinatorické pravidlo soucinu neni tplné
jasné a piikladu nerozumi, je mozné jim spustit pro lepsi pochopeni pfipravenou animaci,
jez se nachazi v levém dolnim roku. Stac¢i kliknout na zelenou hvézdicku a ucitel se mize
plné vénovat vysvétleni tlohy.
Kviz ¢. 8 slouzi k odreagovani studentd jako v piedchozich ptipadech. Pfipravena je i
uloha, jez s kvizem tzce souvisi:
., Celkové umisténi na OH: 1. USA, 2. Austrdlie, 3. Rusko, 4. Brazilie, 5. CR, 6. S'panélsko.
Kolik by existovalo riznych umisténi jiz zminénych Sesti tymii (I . — 6. misto), kdyby:
a) hracky CR ziskaly zlatou medaili a tym z Austrdlie (diky slusivym dresiim) medaili
stiibrnou?  [4x 3 x 2 = 24 moznosti]
b) nase hracky ziskaly jednu ze tri medaili?* [3 x 5 x 4 x 3 x 2 = 360 moznosti|
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14. Sablona

Urcete pocet vSech trojcifernych ptirozenych ¢isel, v jejichz dekadickém zapisu se
muze vyskytovat pouze Cislice 1, 2, 3, 4 a kazda nejvyse jednou. Poté vSechna ¢isla
vepiste do dané tabulky. Ll
animace reseni;
Klikni => <>

— ﬂ -
_KVIZ E.9
ol L ... | BH

{ e |

Tento ptiklad studenti nejprve fesi podle kombinatorického pravidla soucinu. Teckované
usecky znazornuji pozici v trojciferném cisle, kam se postupné zapisi vSechny moznosti.
Tzn. na pozici setin patii Cislo 4, nebot’ na misto setin vybirame ze ¢ty moznych cislic.

~r v

Na pozici desitek uz vybirame pouze ze tii Cisel a na tieti pozici uz pouze ze dvou,
tj. 4 - 3 - 2 =24 raznych ¢isel. Spravna odpoveéd’ se mize zapsat do oranzového pole.
Spravnost odpovédi lze ovéfit vypsanim vSech moznosti do pfipravené tabulky
a soucasn¢ tak ukazat, Zze vypisovani vSech moznosti vétSinou neni nejlepsi zplisob feSeni
(velmi zdlouhavé, moznost chyb). Pro slabsi studenty je opét pripravena animace feSenti,
staci kliknout na zeleny kosoctverec.
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15. Sablona

trojciferna Cisla:

dvojciferna Cisla:

jednociferna gisla:

Urcete pocet viech nejvyse trojcifernych piirozenych ¢isel, v jejichZ dekadickém
zapisu se mize vyskytovat pouze &islice 1, 2, 3, 4 a kazda nejvyse jednou.

Celkem: 24 + 12 + 4 = 40 ¢isel

X

Tento ptiklad navazuje na predchozi. Vyuziji se ob&é kombinatorickd pravidla, na coZ by
m¢él ucitel upozornit. Po vyfeSeni je studentim vhodné polozit otazku, jak a jaké
kombinatorické pravidlo bylo pii vypoctu pouzito. Ptiklad se fesi postupnym odkryvanim

stinitka a dosazovanim do ptipravenych policek.

Prvnim uspéSnym krokem ke spravnému feseni je dillezité si zadani dikladné precist

a porozumét mu.
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16. Sablona

Pani feditelka jisté Skoly slibila studentiim, ze na Den déti si mohou studenti vytvorit svij
idealni rozvrh, ktery ma obsahovat 6 riznych hodin. Zaci si tedy méli vybrat 6
nejoblibenéjsich predmétil a z nich sestavit dany rozvrh. Sestavte si i vy idedlni rozvrh a
urcete, kolik riznych rozvrhil z vybranych predméti je mozné vytvoiit? Kolik riznych
rozvrhii miiZzete vytvofit, ma-li se vyucovat na prvni hoding TV?

6 nej predmétii:

Reseni:
1.hod. 2.hod. 3.hod. 4.hod. 5.hod. 6.hod.
Celkem MoZnosti.
Kviz .10
16 2 E
L | ooo | - =]

Studenti si vyberou 6 nejoblibenéjSich pfedméti a z nich sestavi rozvrh na jeden den.
Dané predméty zapisi do pripravenych obdélnickd a nasledné piiklad fesi. Nad usecky
predstavujici hodinu vyuky se zapis$i vSechny moZznosti vybéru a do bilého pole pak
spravna odpovéd’ (720 raznych rozvrhi). Bude-li se vSak vyufovat na prvni hodiné
télesnd vychova (predpoklddam, Ze studenti mezi 6 nejoblibengjSich predméth zaradi
pravé télesnou vychovu) — omezujici podminka, vS§ech moznych rozvrhti bude 120.

Kviz €. 10 reaguje na Mezinarodni den déti a je obohacen o jednu zabavnou ulohu.
., Pro déti jsou pripraveny riizné spolecenské a sportovni akce, napr-
- prolézani pavucinou,
chiize na ,,chiidach “,
spoustent kulicky do lahve,
- strrelba ze vzduchovky,
- skakani v pytli,
- hod na cil.
Anicka by rada obesla vSechna stanoviste, pricemz skakat v pytli chce naposled a spoustét
kulicku do lahve by chtéla tésne pred hodem na cil. Kolik existuje moznosti, jak obejit
vSechna stanoviste?“ [4x 3 x 2 x 1 = 24 moznosti]

Na dané Sabloné si studenti mohou nazorn¢ postup feSeni ukazat — s jednotlivymi
zkratkami pfedstavujicimi dané stanovisté se d4 pohybovat.
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17. Sablona

Pani u¢itelka Spravedliva se rozhodla, Ze pfisti hodinu vyzkousi posledni 4 studentky -
J4ju, Pdju, Dddu a Kdju, které u ni nemaji jeSté Zadnou znamku. Urcete pocet viech
moznych pofadi, v jakém si je pani ucitelka muze volat k tabuli.

Jaja
feseni: Dada

1. zkousena 2. zkousena 3. zkousena 4, zkouSena

Kija Pija

Mo#Znosti vybéru:

1. zkousena 2. zkoudend 3. zkouSena 4. zkousena

animace feSeni:

Hikni= * E kviz &.11

Timto a predchozimi piiklady se pfipravujeme na zavedeni pojmu n!, které nam do velké
miry usnadni a zjednodusi vypocty.

Do pfipravenych obdélnickii se postupné vkladaji jednotlivd jména (studentky)
a béhem feseni se mohou moznosti vybéru zapisovat do rizoveé vybarvenych elips. S timto
ptikladem by uz studenti neméli mit zddné problémy. Vyskytnou-li se vSak ptesto takovi
jedinci, lze vyuzit pfipravenou animaci (zelena hvézdicka v levé dolni ¢asti).
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18. Sablona

! n-n-1-m-2)-@-3): ...-3-2-1= n! !

neN cteme "n faktorial”
Napk. 41 =
6! =
Pak plati: P2 =2 P1
Oznatme P =n! P3 =3 P2
P, - pocet vS§ech moZnych poradi n prvki P4 = 4 P3

Dostavame se k pojmu #n!. Studenti mohou vypocitat 4!; 6! a zapsat do obdélnicku. Jak uz
bylo na zacatku piirucky feceno, studentim se piedem neprozradi zadné pojmy, tedy
v nasem piipadé ani pojem permutace. Stac¢i definovat, ze n! vyjadiuje pocet vSech
moznych potfadi zn prvki (jiné ozn. P,). Je velmi vhodné cast stranky si zakryt
a postupné ji odkryvat.
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19. Sablona

m-D'=m-1).n-2)-(n-3)-...-3-2-1
(n-1)!=(n-1)-(n-2)!

n!.(n+1)!
(m-1)-(n+2)!

| e | B vysledek

Velmi casto se stava, Ze studenti nemaji problém pracovat, resp. pocitat s Cisly, ale
dostanou-li stejny priklad, jenz je vSak zapsan obecné, tzn. pomoci pismen - dochézi ¢asto
ke ,.kolizi*.

Proto je vhodné tento piiklad probrat spole¢né, pomalu a krok po kroku zapisovat na
tabuli. Vpravo dole je ukryto spravné feSeni, staci obdélni¢ek posunout.
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20. Sablona

* Z danych hodnot sestavte rovnici tak, aby byla spravna.

(n-1)
P(H-Z)

Se vSemi ¢isly a operatory se da pohybovat. Cilem, jak uz napovida zadani, je poskladat
rovnici tak, aby se jednalo o pravdivé tvrzeni.
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21. Sablona

Nejprve spocitejte a poteé porovnejte dvojice ve stejném
fadku. Pouzijte dana znaménka nerovnosti.
Po dokonéeni klinéte na balonek, aby se zobrazily spravne odpovédi.
St

21- 3! 2!-3!

4! + 3! 5-3!

10-3! 51-41

1- 8! ! n.3
7! - 5! (3! +4!)-3! ;

Studenti maji vypocitat jednotlivé vyrazy a pak ke kazdé dvojici v fadku pfiradit spravné
znaménko relace, u kterych je pouzit ,nekonecny klonovac“, tzn. kazdé znaménko
(nerovnost, rovnost) je mozné pouzit nekonecné¢ mnohokrat. Pod balonky je skryta
spravna odpoveéd’ — sta¢i na né klepnout.
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22. Sablona

Vypocitejte: te vyraz:
yp ) Vsledky: Krat'te vyraz

1) 7!+ 6! + 5! . 4) (1’1—4)'

2) . . e
: . Rozhodnéte, které z ¢isel je vetsi:
4.4
5) X=n!+(@n+3)
3) Y=m+ 1!+ (n+2)!
221+ (23 + (21)? .

Reste rovnici s neznamou #:

6) n! n!

-2 (-0

ﬂ o
m¢>|---|ﬂ

22 z90

Sablona ¢&. 22 piedstavuje jakousi sbirku 6 tloh, u kterych pod zelenymi kruhy
a obdélniky jsou schovany spravné odpovédi. Staci pouze na dany geometricky utvar
poklepat.
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23. Sablona

Urcete pocet viech ¢tyicifernych piirozenych Cisel, v jejichz dekadickém zapisu se
vyskytuji pouze Cislice 1, 2, 3, 4, 5, kazda nejvySe jednou. Kolik z nich je délitelnych
a) dvéma,
b) tremi, 2
c) Sesti. 1
3
fedeni: 5 4
a)
=P vysledek
b) 1+2+3+4+5=15
1+2+3+4=10 } soucet cifer: 12 — z jakych cifer se mtze ¢islo skladat ?2??
2+3+4+5=14 J vysledek
o) i8R, 5:
Ity vysledek
23 2 91 |
s |--- | B
=
L4 L Od

Jedna se o priklad, ktery je rozdélen na tfi, resp. Ctyfi Casti, pficemz ta prvni je nejsnazsi.
Mezi zadanymi ciframi se neobjevuje nula, coz podstatné uleh¢i vypocet. Domnivam se, ze
zde neni nutnd z4dné animace feseni. Stac¢i mit znazornény jednotlivé pozice ve ¢tyiciferném
&isle — viz $ablona. Cislice v kruhu vpravo nahofe nejsou pevné umisténé, a tudiz lze s nimi
pohybovat, vkladat na jednotlivé pozice.
Spravné vysledky skryté v pravé casti Sablony (staci posunout bilym polem) jsou:

a) 2-(4-3-2)=48

b) 4!

c) 2-3!
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24. $ablona,
25. Sablona

Ctyfi sourozenci hrajici na rizné hudebni néstroje se pfipravuji na vystoupeni pred svymi
rodi¢i a piibuznymi. Urcete:

a) kolik existuje ruznych pofadi, jak déti mohou vystoupit?

4.3:2.1 = 4! =24 monosti

b) kolik existuje riznych potadi, jak déti mohou vystoupit, chce-li Pepa vystupovat
jako prvni? )
Vlastik Dita Klarka
Pepa
1 7t 3. 4.

3-2-1=3!= 6 moznosti
¢) kolik existuje riiznych pofadi, jak déti mohou vystoupit, chce-li Pepa vystupovat
jako prvni a Klarka jako posledni?

1
Pepa - Viastik - Dita - Klarka

T El 2! =2 moznosti
R - m
L4 L4 "3

d) kolik existuje riznych poradi, jak déti mohou vystoupit, chee-1i Vlastik vystupovat
tésné po Pepovi?

L i1 i 4.
Pepa Vlastik Dita Klarka
=>3! = 6 moZnosti

e) kolik existuje ruznych poradi, jak déti mohou vystoupit, chee-li Vlastik vystupovat
tésné po Pepovi a Pepa jako prvni?

Klarka Dita
Pepa Vlastik
1. 2, 3. 4.

2! =2 moZnosti

kviz £.13

Ptiklad specifikovany v obou téchto Sablonach je zaméfen na urceni vS§ech moznych poradi
Ctyf sourozencl, jsou-li dany uréité omezujici podminky. Je vhodné vyuzit pfipravenou
»roletku® a pro ndzornost feseni s jednotlivymi jmény pohybovat a ptifazovat je k jednotlivym
pozicim.

U kvizu €. 13 se nachazi snadna kombinatorickd otdzka: ,.Kolik existuje vS§ech moznosti,
Jjak vSech Sest nazvii priradit k Sesti obrazkum?* [6!]
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26. Sablona

Babicka Bozenka slibila své vnucce vysokoskolacee, Ze ji k narozeninam posle na tcet
1000 K¢ na prilepsenou. Bohuzel si v§ak nezapamatovala celé ¢islo uctu. Védéla pouze,
u které banky ma vnucka acet, ¢islo Ze je desetimistné a Ze zac¢ina 25 (v tento den se
babicka narodila), konéi 3 (tolik ma vnoucat), ¢islo uétu obsahuje dvojéisli 78 a kazda
cifra se objevuje pouze jednou. Kolik riznych ucti témto podminkam vyhovuje?

tedeni:

¢islo uctu

- 26 2 90 F| visledek
=~ w

rowr

Babicka si sice nepamatuje celé ¢islo uctu, ale pouze ne€kolik jeho ¢asti. Pokud se studenti nad
timto zadanim pousméji, dokazuji, ze jsou na piiklad soustfedéni a pfipraveni k jeho feSeni.
Pro usnadnéni vypoctu Ize jednotlivymi ¢islicemi hybat. Studenti tak mohou do ¢isla Gctu
vlozit vSechny cifry, které si babicka pamatuje a poté ptiklad snadno vyfesit.

V tomto piipadé se kviz o Bozend Némcové piimo nabizi. Uzce na n&j navazuje jesté jedna
trivialni tlloha nasledujiciho znéni:
»wBabicka chodi kazdy tyden se svoji vnuckou do divadla a jako kazda Zena i ona chce byt
velka ,, feSanda“. Jeji Satnik obsahuje 3 riizné spolecenské saty, 3 sukné a 5 halenek. Kolikrat
muize jit babicka s vauckou do divadla, chce-li byt pokazdé jinak oblecena?*
Vysledek 3 + 3-5 = 18 je schovan pod riizovym obdélnik (jedenkrat kliknout). Jedna se
o jednoduchou tulohu, aby i slabsi studenti byli schopni ptiklad vyfesit a tim se motivovat
k dalsi ¢innosti.

Na zavér je vhodné studentim polozit otdzku, jakou spojkou lze nahradit ve vysledku
znaménko souctu (nebo!!!).
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27. Sablona

Pan Novak ma v jedneé policce sve knihovny 10 raznych knih a 5 dilt Ottova —~-
slovniku nau¢ného. Kolika zpusoby miize své knihy pfemistit v policce tak, aby T80,
vsechny dily slovniku staly pohromad¢ vedle sebe od prvniho do patého dilu (zleva ‘
doprava) ? Kolik existuje moznosti umisténi, ma-li jesté cervend knizka stat uplné

vpravo?
1. 20 s. 9. 10. 15. [l |:| I II

Rezeni:

Visledky:
A

Ptiklad je zaméfen na urceni vSech moznych potadi riznych objektl, v nasem ptipadé knih.
Pfipravena policka je umisténa napevno, zatimco srizné barevnymi knihami (barevné
obdélniky a 5 ocislovanych obdélnika predstavujici 5 dild Ottova slovniku nau¢ného - v pravé
¢asti Sablony) Ize pohybovat. Vzhledem k tomu, Ze dily Ottova slovniku maji stat pohromadé
od prvniho do patého dilu zleva, je na Sablon¢ vytvotena i pétice knih, se kterou se da hybat.
Vysledky se nachazi v levém dolnim roku — stac¢i kliknout.
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28. Sablona

Jéra si pfi matematické olympiddé neveédél rady s nasledujici ulohou.
"Urcete, kolika zplisoby je mozné premistit pismena slova BUMERANG tak, aby:
a) utvofené presmycky (anagramy) za¢inaly pismenem M,
b) néjaka skupina po sobé jdoucich pismen utvofila slovo GEN,
c¢) n¢jaka skupina po sobé jdoucich pismen utvorila slova GEN, BUM v libovolném
poradi."
Poradime mu? E
M B
feseni: U R
A
G
B U
vysledek vysledek vysledek
28 29 |

Opét piiklad na procviceni zédkladnich kombinatorickych pravidel - souctu a souc¢inu. Ptiklad
neni slozity a vétSina studentd by ho méla bez vétSich problémi zvladnout. Sablona je
piipravena tak, ze si studenti mohou cast feSeni demonstrovat, s jednotlivymi pismeny ¢i

skupinami pismen lze pohybovat. Vysledky jsou schovany pod obdélniky.
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29. Sablona
30. Sablona

Nova tiidni ucitelka resi se svymi zaky pracovni funkce na tento tyden. Trida se sklada

z 20 divek a 10 chlapc.

Pozn. Kazdy zak muze mit maximalné jednu funkei.

Urcete:

a) kolika zptisoby z nich pani uéitelka mtize vybrat jednoho néasténkare, jednoho
pokladnika, jednoho Satnafe a jednoho Zaka, ktery se bude starat o ¢istou tabuli;

=

nasténkar pokladnik Satnar ¢istic tabule

b) kolika zptisoby miZze pani uéitelka vybrat zaky na tyto funkce s tim rozdilem, ze
pokladnikem zlistava Vasek;

Vasek
nasténkar pokladnik

==

Satnaf Cistic tabule

¢) feSte znova ulohu b) tak, aby ve funkei nasténkare byla divka a ve funkei Satnare a
"¢istice tabule" byl chlapec;

Vasek

nisténkar pokladnik Satnar Cisti¢ tabule
| divka chlapec chlapec|

=

d) feste opét Glohu a) pouze s tim rozdilem, Ze 3 funkce zastavaji chlapci a jednu divka.

=
nisténkai pokladnik fatndf Cistic tabule
|chlapec | [chlapec| chlapec divka
e e — 4-20-10-9 -8=57 600 moznosti

G Ly B

&

Jednoduchy ptiklad, aby se mohli zapojit 1 slabsi studenti Speciélni ,,roletkou* je mozné
zakryt v§e kromé zadédni a pod jednotlivymi rizovymi kruhy jsou schované odpovédi — staci
kliknout. U zadani d) je pro lepSi nazornost mozné hybat i s bilymi obdélniky cervené
ohranicenymi.
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31. Sablona

Adam s Evou po zafizeni svého nového obyvajiciho pokoje zjistili, ze pokoj stale
neni moc utulny a neptsobi teple. Proto se rozhodli, ze do pokoje dokoupi tfi rizné
vetsi rostliny (rizné druhy). Pani prodavacka jim ovSem nabidla 5 riznych druht
rostlin. Kolik trojic rostlin si mohl par domt odnést?

ZKuste se nejprve kaZdy sim nad prikladem zamyslet a najit spravné fesent.

Refeni: M&me tyto druhy kytek: A, B, C, D, E.

pocet pocet pocet N
moznosti moznosti moznosti Napi. ABD ACE
BDA
BAD
. - DAB ...
1.kytka 2. kytka 3. kytka u
5.4.3
———— = 10 moznosti
3!
i 2 B
G L | eea | HE
animace feSeni: klikni & . %
[ L

V této fazi procviCovani by studenti neméli mit téméf zadné problémy s feSenim uloh, kde se
prvky nemohou opakovat a kde ndm zalezi na pofadi vybiranych prvki. Dostdvame se tak
k zavadéni kombinacnich Cisel. Tento piiklad je podobny vSem predchozim pouze s tim
rozdilem, Ze zde nezalezi na pofadi vybiranych prvki, resp. rostlin. Pro zjednoduSeni
a pochopenti je pfipravena animace fesSeni a pro odreagovani kviz ¢. 16. Pfed pfectenim zadani
je nutné zakryt feSeni na pravé strané $ablony. Zaci nebudou tuto ulohu povazovat za slozitou,
a jejich odpovéd’ bude mit nejspis tvar: 5 - 4 - 3 = 60, coz je samoziejmé chybny vysledek.
Jednotlivé mozZnosti se mohou napsat do vyznacenych rGzovych ploch. Pfi postupném
odkryvani textu schovaného stinitkem je nyni fada na vyucujicim, aby ulohu srozumitelné
a jasn¢ vysvétlil (s vyuZzitim animace feSeni ¢i bez).

U kvizu €. 16 je pfipravena i nasledujici kombinatoricka tloha:
~Kvétinarka ma svazat kytici, jez ma obsahovat tri rize. K dispozici ma riize v barvach — bilé,
riizove, cervené, vinové a zluté — a od kazdé barvy po jedné rizi. Kolik ruznych kytic miize
kvétinarka vytvorit?*
Odpovédi mohou byt dvé. Pokud nebudeme rozliSovat umisténi v kytici a pijde ndm pouze o
vybér tii razi, je vysledkem

5%4'.3 =10 rGznych kytic.
V ptipadé rozliSeni pozic v kvéting€ je vysledkem soucin 5-4-3 =60. Ucitel by mé¢l na obé
varianty upozornit.
U kvizu je v levém dolnim roku schovén i piiklad (ikona s textem: Reste kazdy sam), ktery se
studentim miize zadat ve form¢ samostatné prace.
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32. Sablona

si muze zakaznik vybrat 3 zakusky, ma-li byt kazdy jin¢ho druhu?

feSeni:

1. zdkusek vybirdme z é moznosti => . mwm

?
2. zakusek vybirdme z kolika moznosti?

3. zdkusek vybirdme z kolika mozZnosti?

V cukrarné zvané "MIsanek" dnes prodavaji 6 riznych druhti zakusku. Kolika zpiisoby

&=
@xe

A &4

x|

Toto zadani je vlozeno zdmérn€, prestoze je velmi podobné predchozimu. Smyslem piikladu

je nutnost uvédomit si urcité zakonitosti vybéru.

Je vytvoten obrazek, se kterym neni mozné pohybovat, pouze lze vepsat jednotlivé
moznosti do pripravenych krouzkd, pfi¢emz za rovnitkem po kliknuti na oranzovy kruh se

ukaze konecny vysledek.
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33. Sablona

Zavedeni kombinac¢niho ¢isla:

' (E) ... kombinacni ¢islo (éteme: en nad ka) '
... pocet k-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny
. .. pfedpoklad: k < n k,n € Ny
% Priklad:

Vypiste viech 16 podmnozin mnoziny M = {a, b, ¢, d }

* Vypocitejte:

- n
=L (= (o) = (W= .
- - 'Ls

. /4 /4 4 w40 . W r wr wr n 14
Pro ulehéeni dals$iho zapisovani vypocti zavedeme kombinacniho ¢isla. Toto ¢islo (k] nam

bude urcovat pocet k-prvkovych podmnoZin n-prvkové mnoZziny. Je ovSem nutné si ovéfit,
zda studenti mnoziny chapou a zda vi, Ze v mnozin¢ se prvky nemohou opakovat a nezalezi
ani na jejich poradi.

Nejprve si studenti vSechny podmnoziny ¢tyf prvkové mnoziny zapisi do prilozené tabulky

7 M W rowr n n n 14 W o A wvr
a pak urci, ¢emu se rovnaji kombinaéni ¢isla (1]’(0}( J Tim, Ze se studentim neptedlozi
n

vysledky uvedenych vztahti, budou schopni kdykoliv si je odvodit.

n
)7 n ... pocet vSech jednoprvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny
n
o)™ 1 ... pocet vSech 0-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny
n

=1 ... pocet vSech n-prvkovych podmnozin n-prvkové mnoziny
n
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34. Sablona

* Urlete viechny moznosti, jak rozdélit tii cestujici - pana Novaka, Radsetoulala a
Skocdopole, do dvou vlakovych kupé A, B.

Klikni
I

Jak fesit ?

* Je dan pravidelny pétitthelnik KLMNO. Kolik riiznych trojihelniki je uréeno

témito body?
Teseni: L O Q

feSeni:

K M
[ N
« W] O
(4 ( O'j

Oba dva priklady této Sablony jsou zaméfeny na urceni pocet vSech moznych podmnozin.

Zadanim prvniho je rozd¢lit tfi cestujici do dvou riaznych vlakovych kupé. Staci urcit
osoby v jednom kupé, tj. vSechny mozné podmnoziny; obsazeni druhého kupé je automaticky
dana. Pokud se najdou studenti, kterym to neni Uplné jasné, je mozné vyuzit pripraveného
obrazku (kliknout na otazku v pravé casti nahote ,Jak fteSit?), ktery vSe srozumitelné

popisuje a vysvétluje. Obrazek lze standardné vypnout pomoci kiizku v pravém hornim rohu.
Spréavna odpovéd’: 8 moznosti.

U druhého piikladu si studenti musi uvédomit, Ze hledame pocet vSech tiiprvkovych
podmnozin péti prvkové mnoziny. Dvéma krouzky a ovalem mizeme oznacit vzdy tii body
trojuhelniku a ukézat si, ze nezalezi na potadi vybiranych prvki, nebot’ vzdy dostaneme

: . 5 e
trojuhelnik stejny. Spravna odpoved™: [3] =10 raznych trojuhelnikd.

Pod zelenymi obdélniky jsou schované spravné vysledky a pii feSeni prvé ulohy je nutné
stinitkem schovat ulohu druhou, aby neodpoutavala pozornost od zadani.
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35. Sablona

Pani ucitelka pfipravuje pro sve zaky test ze zemépisu. Pripravila si 10 riznych otazek,
pricemz test se ma skladat pouze z péti. Kolik moznych variant testu miize vytvorit,
zalezi-li na poradi otazek v testu? (Test skladajici se z otazek A,B,C,D,E v tomto
pofadi je jiny nez test, ktery se sklada ze
. stejnych otazek ale v poradi: B,C,D.AE.)
reseni.
Vybirame
z 10 otédzek:
1. otdzka:
2. otazka: c B I
10!
3. otézka: A 6 10-9-8-7-6=—
J 5!
4. otazka: E b
5. otdzka: F !
ABCDE &E—-G-H"I"J )
ABCDE|6FHTT 5!
=1/= JFIGH
E
3 L

Tento a nasledujici ptfiklad ukazuji rozdily v feSenich, pokud budeme rozliSovat potadi péti
vybranych otdzek ¢i nikoliv. Piiklad 35. Sablony rozliSuje poradi otazek, tzn. v§ech moznosti
bude daleko vice nez v nasledujicim piipad¢.

Jednotliva fialova pismena predstavuji ucitelkou pfipravené otazky, se kterymi se da
manipulovat a pfifazovat k otazkam v levé Casti Sablony. Prava ¢ast by méla byt ze zacatku
stinitkem skryta. K vysledku se d4 dojit dvéma zpiisoby — pomoci kombinatorického pravidla
soucinu ¢i pomoci Cisla n!. Je vhodné ob¢ varianty feseni ukazat a vysvétlit rozdil.
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36. Sablona

Reste ten samy piiklad jen s tim rozdilem, Ze nezalezi na tom, v jakém poiadi jsou
otazky v testu poskladané. (Test skladajici se z otazek A,B,C,D,E v tomto pofadi
je STEINY jako test, ktery se sklada ze stejnych

N, otdzek ale v jiném pofadi, napt. B,C,D,AE.)
feSeni:

Vybirame
z 10 otazek:
1. otazka:
2. otazka: c B G I
3. otézka: A - J 10-9 - '8 *7-6 =252 riiznych testii
4. otazka: E F =
J H
5. otdzka:
ABCDE = ACBED
ABEDC = BACED -+ =5
ABCED = pDABCE

neboli: pomoci kombina¢niho &isla: (150)

kviz .19 [36 2 90 ] a

@Q‘---‘ﬂ s e

V tomto pfipadé¢ nezalezi na potfadi polozenych otazek, ale pouze na tom, jaké otazky
vyskytuji. Tedy vysledek z ptedchozi Sablony stac¢i bud’ vydélit 5! ¢i je mozné vysledek
zapsat pomoci kombinacniho ¢isla. Oba zpusoby studentim ukazi, jak lze piijit na vypocet
kombina¢niho ¢isla.

Studentim se muze zacit zdat kombinatorika slozitd, a proto je dobré si kvizem
odpocinout. Kviz je nejenom velmi zajimavy, ale 1 poucny. Jako samostatna prace muze byt
pouzita i ke kvizu pfilozena nasledujici uloha:

»Nezname-li Zadnou stavbu, kolik existuje vsech moznych vysledkii prirazeni jednotlivych
statii a nazvii staveb k deseti obrazkum?*  (Vysledek: 10! - 10!)
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37. Sablona

Maminka Zdenka pro svoji rodinu (pro sebe, manzela a tii déti) koupila listky do
divadla. Listky jsou do tieti fady s ¢isly sedadel 1, 2, 3, 4, 5. Kolika zplisoby se mohou
posadit, chee-li tatinek sedét uplné na kraji (tj. sedadlo €. 1) a chlapci Tonda a Jenda
chtéji sedét vedle sebe?

S1 S2 S3 S4 S5 Ss

tata s

Jenda

UETLLE Tonda

Jenda Tonda

(3-2-1)-2=3!-2=6-2= 12 moznosti

— 37 2 90 |
. || =

V Sablon¢ jsou sedacky umisténé napevno proti jménim, se kterymi se da pohybovat
a posouvat k sedackam.
Ke kvizu je ptilozena snadna uloha nasledujiciho znéni:
Znamé filmy s Vlastou Burianem: - Duchacek to zaridi (1938)
- U pokladny stal (1939)
- Prednosta stanice (1941)
- Tri vejce do skla (1937)
- To neznate Hadimrsku (1931)
- Byl jednou jeden kral (1954)
Z vyse uvedeného seznamu filmit vybirame dva rizné tituly.
a) Kolik existuje vSech moznych dvojic?
b) Kolik existuje vSech mozZnych dvojic, pozadujeme-li, aby vybrana dvojice obsahovala
alespon jeden film z 30. let 20. stoleti?

6 4 4
Spravné odpovédi: (ZJ =15, (J 2+ (2] =15-1=14 jsou ukryty pod fialovymi obdélniky.
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38. Sablona

Basketbalové druzstvo starSich zaku se sklada z 15 hracu - 6 pivott, 6 kiidel a 3
rozehravacl. Zjistéte, kolik riznych sestav mlize trenér vytvorit, ma-li mit sestava (herni
"petka") 2 pivoty, 2 kiidla a 1 rozehravace.
feSeni:
P
P6 ! Fi2
P
5,;‘1 Ps vybrand pétka: (g) j (g)(?) _
K
K(, KZ >
Ks K i 6-5 6-5
el - 223 =675
2 2 =
B Py, Py
RS Rz =
P4, P
= ;

Typicky ptiklad na kombinace bez opakovani, kdy vybirame urcité hra¢e a nezalezi ndm na
potadi. Refeni je bud’ pomoci kombinaénich &isel nebo pomoci kombinatorického pravidla
soucinu. Zde je dulezité, aby si studenti uvédomili opét obé feSeni, nebot’ tim jsou neustale
nevédomky seznamovani se vztahem mezi kombinacnim cislem a n!. Oznaceni P; az Pg, K,
az K¢ a Ry az Rj predstavuje jednotlivé hrace, se kterymi se d4 pohybovat a vkladat do
modrého pétithelniku, ktery charakterizuje vybranou pétici hrac¢i. Vysledky v pravé casti
musi byt zprvu zakryty ,,roletkou®.

Kviz této Sablony bude svym charakterem blizsi chlapctim, zpestfit hodinu by mohl ale v§em.
I u tohoto kvizu je ptilozen jednoduchy ptiklad k zamysleni — viz zadani niZe:

»Dva kamarddi se Sli podivat na hokejovy zapas Pittsburgh versus Florida. Zapas skoncil
vitezné pro hrace z Floridy 5 : 3.

a) Kolik moznych vysledkii mohlo svitit na informativni tabuli na stadionu po druhé
tretiné?

b) Kolik moznych vysledkit mohlo svitit na tabuli po druhé tretine, vime-li, Ze v prvni
tretiné hraci z Floridy vstrelili alespon dva goly a Pittsburgh dal treti gol ve tretiné
posledni?

c¢) Kolik moznych vysledkii mohlo na tabuli po 2. tretiné svitit, vime-li, Ze nebyla remiza?

Vysledky: 6-4=24, 4-3=12, (4-3)+(2-4)=20=24-4
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39. sablona

Na volejbalovy trénink prislo 7 divek a 8 chlapcti. Urcete, kolika zpusoby je mozné
vybrat: a) divéi Sesticlenné druzstvo,

b) chlapecké Sesticlenné druzstvo,

c¢) smiSené druzstvo slozené ze tii divek a tii chlapci,

d) smiSene druzstvo, ve kterém jsou alespon ¢tyfi divky.

fedeni:

a)

@ -

- ze 7 divek vybirame Sest (nezaleZi na pofadi divek) =>
= ze 7 divek vybirame jednu, ktera ve druzstvu nebude =>

b)

- z 8 chlapcti vybirdme 6 =>
= z 8 chlapct vybirame 2, ktefi ve druzstvu nebudou =>

r L

Uloha je rozloZena do této a nasledujici $ablony. Odpovédi jsou schované pod vinovymi
obdélniky — staci poklepat.
Uloha studentim naznacuje jednu z dilezitych vlastnosti kombinacnich ¢isel:

k n—k

skutecnost, ze nezalezi na tom, zda vybirdme 1 ¢i 6 divek ze sedmi. Vysledek je vzdy stejny.

n n . y .
( J=[ j, o které se zatim nebudeme zmifiovat. Studenty vsSak upozornime na
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40. Sablona

Na volejbalovy trénink prislo 7 divek a 8 chlapct. Uréete, kolika zplisoby je mozné
vybrat:  a) divéi Sesticlenné druzstvo,

b) chlapecké sesticlenné druzstvo,

c) smisené druzstvo slozené ze tii divek a tii chlapeu,

d) smisen¢ druzstvo, ve kterém jsou alespon ctyii divky.

1 8 7-6+5  8.7.6
9 G (5)- - = 1960 moznosti
3! 3!
d) pomoci kombina¢nich ¢isel vpravo vlozte do obdélniku sprévny vysledek: 7
8 ()
&
8
G) 7
27
-+ + . . (8) -
Kviz ¢.22 £ + c L ( 4)

o e |oee | B

U posledni otazky (d) lze vyuzit pfipravenych kombina¢nich ¢isel a matematické operatory
pro soucet a soucin. Studenti mohou vSe ve spravném pofadi vloZit do pfipraveného Zlutého
obdélniku.
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41. Sablona

Podivejte se na predchazejici priklady a zkuste ur€it, jak je mozné pomoci ‘)
faktoridlii zapsat kombina¢ni &islo (E) : o
7 8 765 8-7-6 5
(30 (3)- ° (3)=10A
3! 31
4
10-9-8:7-6 _ 10, 10,
51 ~ 15 = 3 ) = 3
10
5
S 7
OBECNE ? ! !
. E !

Stranka k zamySleni — jak zapsat kombinacni ¢islo pomoci n!. K rozepsani Cerveného
10
kombinaéniho cisla (5 pomoci pfipravenych cisel a vykfi¢niki ndm pomohou jak par

ukazek vlozenych v Sablonég, tak 1 diive vyfeSené¢ piiklady v seSit€. S danymi Cervenymi
objekty se da pohybovat.

. 14 14 . W 4 wr W . 14 rowr n
Zaverem je pak zapsani kombinacniho Cisla obecné, tj. rozepsani Cisla (kj .

57



42. Sablona

n
Vztahy mezin! a ( k)

' (n) = n! _ n- (n-1). (n-2) . . (n-k+1) '
() k (n-k)! - k! - s—
k<n

* Vypocitejte:

6 : 6
% (3 ) . 8 . 3 Vysledky
4! 41
% Sefad’te dana ¢isla podle velikosti:
o O O -
9 9 -
(3 ) (9 )
n n
42 2 9| g i N
G L ‘ oo | B ! (k) — ( n_k) ! odvozeni: kikni=
. 5 X

Tato Sablona je velmi dulezita, nebot’ ukazuje zdkladni vlastnosti kombinacénich Ccisel.

U prvniho ptikladu jsou vysledky zapsany pod fialovou elipsou: 20, 1680, % .

S objekty, resp. kombinacnimi ¢isly a znaménky relace druhého piikladu lze pohybovat
a cilem je seradit dané ¢isla podle velikosti. Spravny vysledek je zapsan nize:

[s)0)<()-(E)<[6)

Vztah na konci Sablony studenty jiz nepiekvapi, nicméné je vhodné ukdzat odvozeni, resp.

n n n
dukaz, Ze vztah opravdu plati. V animaci je i nazorn¢ ukdzano, ¢emu je rovno (O}( }[1}
n
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43. Sablona

r

Pritad'te do spravného intervalu dana kombinacni ¢isla.

Touto Sablonou si studenti ovefi, zda kombina¢ni Cisla pochopili. Jednd se o upravené
preddefinované interaktivni cviceni z nastroje Lesson Aktivity Toolkit. Dotykem prstu na
¢tvereCek s danym kombinacnim ¢islem jej lze posunutim vlozit do ptfipraveného pole pod
spravny interval. Tlagitko ,,Check® nam vysledek vyhodnoti, tlacitko ,,Solve* ukaze spravné
feSeni a pomoci tlacitka ,,Reset* 1ze ilohu znovu pfipravit k feseni.
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44. Sablona

Snéhurka koupila pro své trpasliky 3 stejné modré a 4 ¢erné svetry, aby
jim v zimé bylo pékné teplo.

Urcete pocet moznosti, jak miize svetry mezi trpasliky rozdélit tak, aby
kazdy dostal jeden.

fefeni:

Stistko

" " e -0
‘ Profa 4 3

Rypal ' ‘

Brucoun ' 71 35
i Stydin 43|
Smudla
B
Kolik existuje moznosti, jestlize Smudla dostane vzdy e ‘ | —
Cerny svetr? x|
LJ [ 2

Nazorny piiklad na kombinace bez opakovani jednozna¢né prokazujici platnost vztahu:

n n
k n—k)/
Se jmény vSech trpaslikii 1ze manipulovat, a tak demonstrovat jednotlivé moZnosti feSeni.
Resenim otadzky s omezujici podminkou zapsané v dolni casti Sablony je kombinacni
., (6
Cislo
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45. Sablona

Kolik riznych prirozenych ¢tyfeifernych ¢isel s riznymi ciframi lze sestavit z cifer:
0, 1,2, 3,5, 7? Kolik z nich je délitelnych deseti? Kolik z nich je sudych?

feseni:

a) 5-5-4.3=300 cisel
b) 5-:4.3=060 cisel

c) . 0 o 5.4.3=60¢isel

o 5 } 44348 cise] =P 60+48=108 &isel

Obdobny ptiklad jako Sablona 23. Nyni je vSak k dispozici 1 nula, ktera se chova na prvnim
misté v &isle jinak nez &isla ostatni. Usecky piedstavujici jednotlivé pozice jsou pevné dané
a sdanymi ciframi se da pohybovat. Domnivdim se, Ze animace by zde byla zbyte¢na
a nepotiebna.
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46. Sablona

V sacku je 5 rizné velkych modrych a 7 rizné velkych ¢ervenych kulic¢ek. Kolika
zpusoby je mozné vybrat: a) 1 modrou a 1 ¢ervenou kulicku,

b) 2 modré kulicky,

¢) 2 ¢ervené kulicky,

d) 2 modré a 1 ¢ervenou kulicku.
fedeni:

a) 5-7=7+7+7+7+7=35

b) <= Klikni @

@

¢) (§)=21

d) (g) . 7=70

:
) Ly | .=n | HH
=

Ze sacku vybirame kulicky, pfi¢emz nam nezélezi na potadi vybiranych kulicek. S kulickami
v zeleném sacku (kruhu) se da pohybovat, a tak demonstrovat nékolik moZnosti feSeni.
Domnivam se, Ze tiloha neni slozit4, a proto neni pfipravena zadna animace feSeni. Vysledky
na pravé strané stranky je nutné zakryt stinitkem a vysledek b) je zapsdna v okné, které lze
otevrit kliknutim na ) (dva zptisoby feSeni).
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47. Sablona

Kolik uhlopii¢ek ma 4-thelnik, 5-thelnik, n-uhelnik?

As

Ay

pocet uhlopricek:

fesent: ()~ = 207
LN 2
\

| poet v¥ech riznych dvojic vreholi n-dhelniku|

Mrknéte se na animaci
reSeni:  wikni— @

47z =]
KVIZ ¢.24 ko) L | ne | BH &

Cilem tohoto ptikladu je urcit pocet thlopti¢ek v danych geometrickych Utvarech. NezéaleZi na
postupech feseni a je tedy jedno, jak studenti vysledku dosdhnou. Pomoci si Ize ptfilozenymi
obrazky, ale feSeni popsané v Sablon¢ musi byt schovano. Geometrické Utvary jsou pevné
vlozeny, a tak si Ize tuzkou vyznacit pocet uhlopticek u ¢tverce a pétithelniku.Vysledné ¢islo
zapiSeme do pfipravenych zelené vybarvenych elips.

Vzhledem k charakteru ulohy je pro lepsi pochopeni pfipravena animace feSeni (kliknout na
»smajlika“). V animaci je vSak ukazéano feSeni na pravidelném Sestithelniku.
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48. Sablona

Na Sachovnici 8 x & vyberte 3 policka pro tii stejné Cerné pésce tak, ze: B
a) nezalezi na barvé policek, ]

b) vSichni stoji na tmavych polickach,
¢) v8ichni pésci nestoji v jednom sloupci,
d) vichni pésci nestoji na polickach stejné barvy.

feseni:

) §

a) (6;) = 41 664

D (32)=4960

o -8
=41 216

C2)

Klikni = (h_)

e e

D 3. (322) 5=

=31 744

C2)

Kikni = (=)

Uloha obsahuje 4 ¢asti, pticemz prvni i druha jsou nejjednodussi. Sachovnice je umisténa
napevno, s tfemi ¢ernymi pésci se da pohybovat a posunovat na jednotliva policka. V pravé
casti Sablony jsou stru¢n¢ popsana feseni, kterd je nutno postupné odkryvat ,,roletkou*.

studenty) je v obou piipadech umistén v obrazku, ktery se otevie kliknutim na ,,smajlika®.

Uloha c): pokud si klikneme na druhy zptisob feseni (pro schopné studenty), objevi se:

(et

Vyraz tika: Z osmi poli¢ek jednoho sloupce vyberu dvé poli¢ka pro dva pésce, pro tretiho
peSce mam zbylych 56 policek a celé to ndsobim dvéma, protoZze mame 8 rliznych sloupct
(4. kdy dva pésci stoji v jednom sloupci). Zbyva vyiesit situace, kdy kazdy péSec bude
v jiném sloupci. Nejprve se vyberou 3 sloupce a poté v kazdém sloupci 1 policko z osmi.

feSenti:

HRy

(Od vsech moznosti odecteme ty, co nepfipadaji v tivahu.)
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49. sablona

Pascaltiv trojihelnik
- schéma, které zndzornuje nékteré vlastnosti kombinacnich cisel +
- 2 tvary (pomoci piirozenych ¢isel, pomoci kombinac¢nich ¢isel)
n n
(3 (3) () = (pi) 1
1
(‘1))2(1) k.n € No 11
O (3 (D 3 12 1
0 D D 1 3 3 1
4 4 4 4 4
(y) () (5) (3) (y) 1 4 6 4 1
D DS G H D 15 10 10 5 1
n n n+1
= A
(k) + (k+l) - (k+1) Ea(nne No L | e |
f L Ij

Sablona zobrazuje tzv. Pascaliv trojuhelnik, na kterém lze demonstrovat fadu zajimavych
vztahti mezi kombinaénimi ¢isly. Pomoci dvou zelenych krouzki a svislé zelené usecky (Ize
jimi pohybovat) je mozné ukdzat symetrii trojihelniku a pomoci Cerveného trojuhelniku

druhou vlastnost:
n n n+l1
+ = )
k k+1 k+1

Stinitkem je vhodné nejprve zakryt spodni ¢ast, aby studenty druhy vztah nerozptyloval. Potg,
co se nazorn¢ ukaze prvni vztah, se mize studentim polozit otazka, zda-li by piisli jesté na
jiny vztah.
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50. Sablona

Zapiste jedinym kombina¢nim ¢islem:

1 10 10
-

2 @ S+D+S+-

S

jiny zdpis

3)
Které z kombinaénich ¢isel 21. fadku Pascalova trojuhelniku je nejvétsi a
které nejmensi?
(50290 E|

Tyto tfi ptiklady slouzi k provéfeni pochopeni zdkladnich vztahli Pascalova trojihelniku
a schopnosti s trojuhelnikem pracovat.

Vysledky:
D 11
5
2 10
6
20 (20 20
3) , = =1
10)\ 0 20

Spravné odpovédi jsou schované pod balonky ¢i pod zelenym Etvercem — staci na dany objekt
kliknout.

Domnivam se, ze s druhym prikladem mohou mit studenti s poc¢atku potize, nebot’ je nutné si
. 5 ) 6
uvédomit, Ze (5] se da zapsat jako (6j V tomto piipadé pomize polozeni otazky: ,, Jakym

kombina¢nim ¢islem lze prvni kombinacni ¢islo nahradit?* a nikoliv sdéleni feSeni.
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51. Sablona

% Kolikrat je ¢islo A vétsi nez ¢islo B?

L N
A=) B=(y)

% Rozhodnéte, pro ktera n €Ny plati:

Y Reste nerovnici s nezniamou x € 7.

(*Fh+3x <53

Y Reste rovnici s neznamou x € Nj,.

x-1 -2
(x23) -2-(3.3)=2-x

ErE— 4
| e | EH

Sablona obsahuje malou sbirku riiznych tloh. Zelené obdéIniky schovavaji spravné vysledky:
* A je Skrat vétsi nez B
* pn=22n=2
* x20Ax<l13

* x=3
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52. Sablona

Poznatky:
1
1
1 1 )
1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1 2)

1 5 10 10 5 1

E
4) 3)
i

Pascaltiv trojihelnik ma své vyuziti nejenom napft. v binomické vété, ale da se v ném najit

i fada dalSich zajimavosti — staci kliknout na Sedé obdélniky.

Prvni Sikmy sloupec jdouci zprava shora doleva (doprava) doli, resp. diagonalni fady na
krajich obsahuji samé jednicky. (Sedy obdélnik &. 1)

Druhy sikmy sloupec jdouci stejnym smérem, resp. diagonalni fady vedle krajnich obsahuji
pfirozena ¢&isla od 1 vyse. (Sedy obdélnik ¢&. 2)

Ve tiretim Sikmém sloupci stejného sméru (Sedy obdélnik €. 3) jsou zapsana vsechna

trojuhelnikova cisla:
2\ (3)(4)\(5
1,3,6,10, 15, ... = S A N
2)\2/(2)(2

Dale napft. ve étvrtém Sikmém sloupci se nachéazeji Ctyf sténova Cisla, tj. ¢isla:

o O

Pascaltiv trojuhelnik nam udava jesté jeden zajimavy vztah mezi kombina¢nimi Cisly platny
pro vSechna pfirozena ¢isla k a n:

o))
e L O e R N L
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53. Sablona

Ze sacku, ktery obsahuje 6 rizné barevnych kulicek, vyberte ti1 kulicky tak, aby v dané
trojici

a) se vyskytovala Cervena kulicka,

b) se ¢ervena kulicka nevyskytovala.

feSeni:

. . a) . O O Vvislaal
® o b) 2 zpiisoby .
[

v Vysledek
v Vysledek

V hnédém sacku jsou umisténé vSechny kulicky, pficemz se vSemi se da pohybovat. Pod
zlutym baldonkem je skryta spravnd odpovéd na otdzku @) a u druhé ¢asti ulohy (b) jsou
pfipraveny dva zpusoby feSeni schované pod Sedymi elipsami — staci Gitvarem posunout jinam.
Jedna se o tyto postupy:

(3
[
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54. Sablona

Vite, jak se hraje domino?

Pi dominu si 4 hraci rozdéli mezi sebe stejnym dilem 28 riznych kostek. Kolika zptisoby
to mize byt provedeno? (Kolik existuje moZnosti riizného rozdéleni kostek?)

- S -
resent. s ofs ofe

o0 8
s
o0 0
.
o0 0
o 0 o]

Dva zpiisoby feSeni:
J pomoci kombinaénich cisel
28 21 14 7
RN RN G RN €

&/ pomoci ¢isel "n!"

28!
TVe 7l el s 7!
HLEUTEZA o o .
L4 L

Po zvladnuti viech piedchozich uloh je feseni tohoto piikladu bezproblémové. Ulohu mize
tesit kazdy student zvlast’ a ikolem nemusi byt pouze nalezeni spravného vysledek, ale 1 napf.
dvou rozdilnych zpiisobt feseni. Je vSak nutné pracovat se zakrytou pravou ¢asti stranky.

Lze vyuzit nejen kvizu, ktery by mohl studenty bavit, nebot” se jedna o moderni zalezitost, ale
1 soutéze — viz nasledujici stranka v ptirucce.
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TOTEZ" DOMINO
= 2O0UTEL. * = klasicka varianta - k sobé se prikladaji desticky se stejnym poétem ok
= nase varianta - k sobé se prikladaji desti¢ky se stejnou hodnotou
7
G| D
5 3,,/5 7 6
SRR A | D
| S D] S EIREEINES)
172 4 47°%0 2 1 2712
E
e

Soutéz, stejné jako kviz, slouZi ke zpestfeni probirané latky. V naSem piipadé jde o hru
domino ve varianté¢ s kombina¢nimi ¢isly. Ve tfidé se mohou vytvotit dvé skupinky a kazda
z nich vybere jednoho state¢ného. Hraci se v prikladani desticek sttidaji a pravidla mohou byt
nasledujici:

- Kdo dfiv bez pouziti kalkulacky spravné urci kombinacni ¢islo

(7J : ,
, zacina.
3

- Vybere spravnou desticku a ptilozi, resp. posune na spravné
pole. Pokud pftilozi spravné, dostava 1 bod. V opacném piipadé
dostava bod druhy hrag.

- Hra konci poloZenim vSech desticek.

Spravna odpoved’:

A | DD S | D D | D
[N ] [N}
GO S H- S| S S |
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55. Sablona

Kolika zptisoby muze rozdat dédecek Pepa svym péti vnuckam 4 rtizné plysove hracky,
ma-li kazda dostat nejvyse jednu?

L] ==
e Nt e a

¥ b & R

5.4.3.2:(2).4! = (f)-4! = 180 moznosti

T x 55200

V tomto piikladé hraje dileZitou roli slovo ,,nejvySe®. Se vSemi obrdzky na Sabloné lze
pohybovat, a tak pokud to bude zapotiebi, nazorné si ukazat jedno z moznych teseni. Tzn. l1ze
vybrat jednu hracku a pfifadit k jednomu dévceti, pak lze vybrat druhou hraku a pfiifadit
(posunout) k dalsimu dévceti, které ovSem jeste hracku nevlastni, atd.
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56. Sablona

Kolika zpiisoby mize rozdat dédecek Pepa svym péti vihuckam sedm stejnych rohlikl se
sunkou, ma-li kazda dostat alespon jeden?

= wﬂ_%“‘ﬁ“ fg;

ANIMACE RESENI: ikni -

Pamatujeme si néco o Pascalové trojihelniku? wii: — A\ B “

Vzhledem k obtiznosti ulohy obsahuje tato Sablona i animaci feSeni. Divky jsou zde umisténé
napevno, kdezto u obrazku rohliku je vyuzit ,nekone¢ny klonovac®, tzn. ze rohlikli mame
nekonecné mnoho a miizeme je pfifazovat k jednotlivym divkam.

5
Spravna odpovéd’ je 5+ (2] =15 moznosti.

V této Sabloné si lze zopakovat i Pascalliv trojiihelnik a tim 1 vlastnosti kombinacénich Cisel —
poklepat na Sedivy trojihelnik. Na Sablon¢ se objevi nasledujici tkol:
»~Zkontroluj, zda Sesty radek v Pascalové trojuhelniku ma tvar:
1512 12 5 1
a odvodte z néj radek nasledujici, tj. sedmy.
Ptipraveny Pascaltv trojuhelnik ukazeme az po vyieseni ukolu. Klikne-li se v pravém hornim
rohu na slovo ,,zpét®, vratime se k danému piikladu.
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57. Sablona

Na rugbyovy turnaj kadetl pfijelo 6 riznych tymu z celé republiky. Turnaj se hraje
systémem "kazdy s kazdym". Urcete, kolik zapasu odehraje druzstvo z Vyskova a kolik
bude celkové odehrano zapasi.

feSeni:

Mruzston 3 razné zpusoby Teseni:
a) pomoci kombinaéniho &isla vysledek
V( Vyskov)
A c E b) zjistujeme, kolik zapast odehraje kazdy tym
animace
b vysledek fedent
B . .
¢) fe§ime postupné, po jednotlivych tymech i
‘ Visledek I animace

feseni

z KVIZ &.27

™ Q|...‘ﬂ

Ptestoze se jedna o ne pfili§ slozity ptiklad, jsou zde vlozeny dv€ animace feSeni. Na tomto
priklad¢ 1ze velice dobie ukazat 3 zplisoby feseni véetné vysledku:

6
a) (2] =15 (Pomoci kombinac¢niho ¢isla)
6-

5
b) —=15
) 2

¢) 5+4+3+2+1=15

S jednotlivymi pismeny predstavujicimi rizné tymy se dd pohybovat a nazorné tak
demonstrovat vSechny zpisoby feSeni. Zakrytim pravé poloviny Sablony stinitkem nebudou
studenti rozptylovani jednotlivymi zplsoby feSeni.

PtiloZzeny kvizem €. 27 je mozné ukazat studentim jeden velmi zajimavy ritudl v ragbyovém

svéte. Podminkou je vSak pfistup k internetu, nebot” kviz odkazuje na konkrétni webovou
stranku.
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58. Sablona

Urcete, kolika zptsoby |ze na sachovnici 8 x 8 umistit 1 ¢ern¢ho pésce, 1 bilou a 1 ¢ernou
véz, 1 bilého koné a 1 ¢ernou kralovnu tak, aby:

a) ¢erné figurky staly na ¢ernych polich a bilé na polich bilych,

b) libov. dvé figurky staly na bilych polich a zbylé tfi figurky staly na ¢ernych polich.

feSeni:

a) 29 521 920 zplisobl
9 zplisob Feseni 9
L] L]
klikni => .

th SN N 0

b) 295 219 200 zpiisobi

9 zplisob Fedeni 9
L] L]
Klikni => .

83

Priklad je rozdélen na dvé ¢asti, z nichZ ani jedna neni obtiZzna. Obrazek Sachovnice je
umistén napevno a jednotlivymi Sachovymi figurky lze pohybovat a posunovat po Sachovnici.
Opét existuje nekolik zplisobl feSeni. Dv¢ z nich ziskate kliknutim na zelené puntiky:

32 32
a) 3 -3 5 -2!1=32-31-30-32-31

s [ S L2

Studenti mohou piiklad vyftesit po svém, pak si spole¢né jednotlivé zplsoby feSeni ukazat
a diskutovat o tom, co kazd¢é kombinacni ¢islo €1 urcité sou€iny vyjadiuji.
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3.1.2 Zavér prvni ¢asti

59. Sablona

_KONEC 1. EASTI

Pozn. Kolik anagram(i miZeme vytvofit z pismen slova KONEC? - -

- Q|...|@

Tato Sablona uzavira prvni ¢ast prirucky. Je specifickd tim, ze 1 zde se lze zabyvat
kombinatorikou - viz dolni ¢ast Sablony.

Po probrani této Casti i-pfirucky by studenti méli rozpoznat rozdily mezi kombinatorickym
pravidlem souctu a sou¢inu, mezi kombina¢nim ¢islem a Cislem n! a soucasné i vymyslet na
kazdé cislo ukazkovy ptiklad. Totéz plati 1 pro vztahy kombinacnich c¢isel, Pascaltv

vvvvvv

opakovani.
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3.2. Kombinatorika s opakovanim

Tato Cast interaktivni pfirucky je realizovana obdobné jako jeji prvni ¢ast pouze s tim
rozdilem, Ze neobsahuje kvizy. V této fazi se jiZ studenti s kombinatorikou sezndmili a je
pouze na rozhodnuti vyucujiciho, zda pokrac¢ovat dal se zdbavnymi otdzkami, zajimavostmi,
které si vSak uz pfipravi sdm. Vyucovaci hodiny je moZzné zpestrovat rliznymi skupinovymi
soutézemi. Kombinatorika s opakovanim je krat$i nez prvni ¢ast interaktivni ucebnice a to
umoznuje vice pracovat ve skupindch (dvojicich, trojicich, ...). Prace ve skupinach je pfi
vyuce kombinatoriky vyhodna v tom, Ze studenti mohou feSeni hledat sami, nad feSenim
diskutovat, navzajem si vSe vysvétlovat a tim upeviovat své védomosti. Pro lepsi pochopeni

vvvvvv

vvvvvv

neodradily od dalsi préce.

I nadéle plati pravidlo neustale se studenty diskutovat o riznych zplisobech feSeni,
a tak trénovat jejich predstavivost a podporovat zdravé mysleni. Vzdy je dilezité nepredkladat
studentim hotova fakta, vysledky ¢i postup feSeni, ale nechat jim néjaky ¢as na promysleni
odpovédi.
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3.2.1 Sablony druhé &

1. Sablona

4

asti i-u¢ebnice

[

2. cast - kombinatorika s opakovani

Ve vybrané skupiné se mohou prvky opakovat.

e Y s s o it ity B, K iy b
e e £l 1 r T
e O U —
1 101 b J— .I-( ' 1
= Awee e @ w P ERE ! J ! mom
: =) e
2 11 e 3 — ;--z -‘;;r
* 0 - 18 rirmfuh Civetie Hoiack
e —
e —w- =
SouTE
[T
I:, na
3 2
% ()
M={1.23,..n)} - A et + 2 Sch
1 zpuseb felent pomoci kombinadnich ¢isel A e
my () n " sesss e e ” i L
(@ CYELm) () =2 —
i =
2. zpisob feteni: Jodnicek 2
123 r 9 setvshuesimnne g A
e . S sladenichz i a jecreek | e
{2} = {0.1,0...0)
s
(2.3} — (0.1.1.0...0) e B 5 = S—
(N} — €0.0...0.1) '
ety 2-2-.- 2= 27 podmnotin - PRI
1tz Maly test na zaveér:
. E

Na Sablon¢ jsou zndzornény nckteré ulohy, animace, které jsou soucasti druhé casti
interaktivni uéebnice. V pravém rohu stranky a zaroven zavérem celé kombinatoriky je maly

test, ktery obsahuje tii ulohy, jejichz zadéni ziskame kliknutim na pfislusny obdélnicek
u textu.
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2. Sablona

Pfi hudebni vychoveé osm zakl 7. A piSe pisemnou praci z not. Kolika vysledki J
mohou dosahnout, jestlize pani ucitelka pouziva pouze znamky 1, 2, 3?
&)

feseni:

zndmbky:
1
2
3
3-3-3-3-3-3-3-3=3%=6561 monosti
2236 |
gs|-‘ﬂ 3

Jednoduchy ptiklad, jehoz cilem je najit feSeni pouze pomoci kombinatorického pravidla
sou€inu a pfitom si v§imnout, Ze prvky se ndm jiZ mohou opakovat. V levé ¢asti vSechny tfi
znamky jsou ,naklonované®, tzn. jakoukoliv znamku lze nekonetné mnohokrat prstem
uchopit a presunout ke kterémukoliv zakovi. Zaci jsou oznateni pismeny 4 az H. Je nutné si
uvédomit, ze kazdému zdku je mozné pfifadit vSechny tfi zndmky a tedy vysledek je roven
&islu 3%, Sedé stinitko by mélo skryvat po celou dobu feseni spravny vysledek.
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3. Sablona

Urcete pocet viech Sesticifernych prirozenych ¢isel, ktera je mozné sestavit z cifer
2,3, 4.
222 222
333 444 v 234 234 .
feseni:
2
3
4
3:3-3-3-3-3=3%=729 moznosti
S E X
Gl Ly | a=n |HH P "

Obdobny ptiklad je uveden jiz v prvni €asti i-uCebnice. Divodem vlozeni této ulohy je
skute¢nost, Ze ji studenti uz znaji ale s jinymi omezujicimi podminkami. Cislice 2, 3, 4 jsou
»haklonované* a ptipravené modré usecky ptredstavuji jednotlivé pozice Sesticiferného cisla.
S Cislicemi 2 az 4 1ze posunovat na jednotlivé pozice; usecky jsou vsak pevné dané.
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4. g$ablona

Urcete pocet vSech §esticifernych prirozenych ¢isel sestavenych z cifer 2, 3, 4, ktera
a) jsou suda,

b) jsou délitelna ¢tyfmi. a) 222 222
ab) 333 444 o 234 234 .
feSeni:
2
3
4

a) 3:3-3-3-3-2=3% 2=486moznosti =729 -3’
b 3-3-3-3(3)=243 moznosti

E|
- :}‘---|ﬂ

- e =

Uloha v této $abloné navazuje na predchazejici. V tomto piipadé se jiz objevuji dalsi dvé
omezujici podminky. Pro urceni vSech sudych cisel lze postupovat dvéma zpisoby a oba
zpusoby by studenti méli znat:

o 3°.2=486
0 729-3°=486

V ptipad¢ b) je nutné si nejprve uvédomit, kdy je Cislo délitelné Ctyfmi a poté si vSechna
mozna dvojcisla vypsat. Stejné tak je dulezitd skuteCnost, ze dana dvojcCisla vkladame na

libovolna ze tii ¢islic.

Pfi feSeni je vhodné vyuzit pfipravené ,roletky* a Cislice 2, 3, 4 jsou pro mozné nazorné
ukézky ,,naklonované®.
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5. Sablona

Urcete, kolika zplsoby Ize premistit pismena slova LIST.
L I § T
L
I T S L
L S I T . p
' 31=6 moznosti
L S T 1
L T I S |
L T S |
e —> 4-6=4-31=4
T
5230
L | eee | B

Piiklady vech predchozich $ablon byly zaméfeny na variace s opakovéni. Uloha této $ablony
slouzi k zopakovani permutaci bez opakovani, tj. ¢isla n!, a je tak Gvodem k uloham
tykajicich se permutaci s opakovanim. Pfi feSeni této jednoduché tlohy je vyhodné stinitkem
zakryt v§e kromé zadani. V nutném ptipad¢ (student bude i nadale ,,tapat™) se miize postupné
odkryt pomocny obrazek a na ném vse podrobné vysvétlit.
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6. Sablona

T

Urcete, kolika zplisoby lze pFemistit pismena slova OKURKA. S N

(Vytvatime pfesmycky neboli anagramy.) vysledek

~—

navod k feseni

FeSeni: klikni . = B 2. zpusob feseni

Pokud studenti neméli s feSenim ptedchozi tlohy zadné potize, i s touto budou rychle hotovi
a jejich vysledek bude nejspis 6!. Neuvédomi si vSak skutecnost, ze obé pismena K se chovaji
stejné. Domnivam se, ze pro svij charakter je tento piiklad v kombinatorice s opakovani
prvni, u néhoz je nutné se zdrzet déle a srozumiteln¢ vysvétlit feSeni.

V pravém hornim rohu je schovan pod Sestithelnikem spravny vysledek. Pod oranzovymi
obdélniky jsou skryty navody k feseni, resp. navod k feSeni a naznak druhého mozného
zpisobu feSeni. Staci pouze vSechny tfi geometrické utvary posunout a objevi se vysledek ¢i
pomocny text. Pokud i pies vysvétleni vyucujicim nebude studentiim tloha jasna, je mozné
vyuzit pfipravenou animaci (klik na oranzovy pétitthelnik v levém dolnim roku). Animace je

N e O v : .,
zhotovena pouze pro prvni zplsob fesSeni, tj. 5 Je mozné, ze studenti naleznou spravny
, S , . (6 e . ST,
vysledek 1 jinym zpiisobem. Jedna se o soucin 5 -4!, ktery urcuje nezavisle na potadi vybér

dvou pozic pro pismena K. Cislo 4! zna¢i vSechna mozné potadi ostatnich pismen (2. zptsob
feSeni v pravém dolnim rohu).

Je dulezité, aby studenti pochopili tuto tlohu obéma zpiisoby!!!
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7. Sablona

Urcete pocet vSech uspofadanych pétic slozenych z prvka a, b, z nichz prvek a se
opakuje 3-krat a prvek b 2-krat.

animace feseni: klikni = @)

jiny zpuisob fesent:

OBECNE ?
|
= 3|-‘M

JiZ v prvé casti prirucky jsme se zminili o tom, Ze studenti maji problémy s tlohami, kde se
vyskytuji misto ¢isel pismena. Praveé proto jsou takové tlohy diilezité a je nutné je do vyuky
zatazovat. Priklad této Sablony je toho diikazem a souCasné slouZi k ovéfeni, zda studenti
pochopili ulohu z pfedchozi Sablony. Opét hleddme vSechny mozné anagramy slozené ze tfi
pismen A a dvou pismen B. I k této uloze je pfipravena animace feSeni a pod obdélnikem

5
(staci kliknout) se ukryva druhy zplisob feSeni pomoci kombinaéniho ¢isla: (3)

Po vyfeSeni a detailnim probrani této ulohy doporucuji rozebrat ulohu obecné. Napf.
polozenim nasledujicich otazek:

,»A co kdyz budeme mit opét dve pismena A, B a chceme, aby se nam v anagramech pismeno
A vyskytovalo prave n-krat a pismeno B k-krat. Jak bude vypadat reseni?*

»A jak bude vypadat 7eSeni, budeme-li mit 4 ruznd pismena a chceme, aby se nam kazdé
pismeno opakovalo prave k-krat.?*

Samoziejmé otazek tohoto typu existuje mnoho, staci jich polozit né¢kolik, aby si studenti
diikladné uvédomili postupy feseni.
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&. Sablona

Uréete pocet zplisobil, jimiz 1ze pfemistit pismena slova MAMINKA.
vysledek
1. zpiisob feseni
NAVOD : ;
2. zpusob feSeni
e = NAVOD

Uloha zamétend na permutace s opakovanim, kterou je mozné fesit dvéma zptisoby, t;.
7!

7\ (5
¢ |4 3L
2) (2
Dtivodem pro uvedeni obou zptisobu fesSeni je skutecnost, ze pti vyskytu slozitéjSich uloh
s omezujicimi podminkami bude vyhodné vyuzit pravé jeden ztéchto zplsobu feSeni.

V pravém hornim rohu je ukryt spravny vysledek (stac¢i kliknout) a v dolni ¢asti Sablony jsou
oba zplsoby feSeni, resp. navod, jak fesit (obdélniky posunout jinam).
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9. Sablona

Vlk s Karkulkou se chystaji hazet tiemi rizné€ barevnymi kostkami - ¢ervenou, zlutou a
modrou. Po dlouhém pfemlouvani vk slibil, ze Karkulku nesezere, pokud alespon na
jedné kostee padne &islo 6.

A) Kolik rliznych vysledki miize na kostkach padnout (! kostky rozliSujeme !)?

B) Kolik riiznych vysledk mize na kostkach padnout, chceme-li, aby na ¢ervené kostce

C) gi)cﬂli ?fi)znf/ch vysledkli mohlo padnout, vime-li, ze vlk Karkulku nesezral?
HEL -
@ i
1 ([T |2[3|4|5 /|6 | 6vislkdk 1123|4516
2 112(3|4|5 |6 6 vysledki e
é 3 12|34 |5]|6 6 vysledki -/ -
4 1(2|13|4|51|6 6 vysledkii -/ -
5 1[(2(3|4|5]|6 6 vysledki
6 1121314 |5 ]| 6 6 vysledki l
o G;Zigch ™  36-6=216riznych
vysledkil vysledkii

» 6-6-6=6" =216 riznych vysledki
® &

Uloha je rozdélena do tfech nasledujicich $ablon. Tato $ablona obsahuje kompletni zadéni
a feseni prvni otazky. Sablona &. 10 obsahuje feSeni otazky B) a $ablona ¢. 11 je uréena pro
treti cast prikladu.

Ulohu, vzhledem k jejimu charakteru (logické uvazovani), je vhodné ulozit studentim do
dvojic - vz4jemnd diskuse pomiiZze nalézt spravny vysledek. Na Sabloné je vSe umisténé
napevno, nelze sni¢im hybat a obrazek zobrazuje pouze spravné feSeni. Stinitkem Ize
postupné odkryvat vSe dalezité.
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10. Sablona

B) Kolik rtiznych vysledki mize na kostkach padnout, chceme-li, aby na
cervené kostee padla 67
1 | 14243+4 516 | 0vysledki
2—I—-2—-3—1415 6 0 vysledka
® 6 | 0vysledka .i - ‘-.
4 323145 | b6 0 vysledkii spravny vysledek
5 |3 1o13 6 | 0vysledka
6 |1 |2(3|4|5]| 6| 6vysledk
L1 (1|1]1]1
20202121212 6 - 6 =36 riznych
vysledki
i ul 313(3[3|3]3
444|444
51 5|5]|5|5]| 5
102 36 . =
6| 6| 6|6|6]|6 ol by | ame | (B
4 g

Pti feSeni této otazky lze stejné jako v pfedchozim ptipadé€ (otdzka 4) vyuzit kombinatorické
pravidlo sou¢inu. Uloha neni slozité, ale piesto lze chybovat v nespravné vaze, Ze pouze na
cervené kostce padne Cislo Sest.

Opét cely obrazek je umistén napevno, pficemz stinitkem je mozné zprvu vSe zakryt.
Ptipraveny obrazek ztetelné ukazuje postup feSeni, a proto zde neni vloZzena zadna animace.
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11. Sablona

C) Kolik raznych vysledkt mohlo padnout, vime-li, Zze vlk Karkulku nesezral?
(Alespon na jedné kostce padne ¢islo 6.)

1) privé na jedné kostee padne &
@ [¢][:] I.I 5] = —
6 1({2]|3]|4]|5
5-5=25 IZ'

1 1 1 1 1

2 |2
. 24z 325 =75 riiznych vysledki
il 313|333

4|ala|ala

5/5|5|5]|5

2) privé na dvou kostkich padne 6

i :., g o - a G "
0e : @i ® "9 @
Ll ][] Ledled[o] [eJle][o
2 2 : 3-5=15
3 3 3
4 4 4
5 5 5
11236 F|
3) pravé na viech tiech kostkach padne 6 1 moinost ) L | one m

CELKEM: 1+ 15+ 75=91 (=216 - 125) riiznych vysledki

Reseni této tieti otazky je nejobtizngjsi. Je nutné si nejprve uvédomit, za jakych okolnosti vlk
Karkulku ,,nesezere* (pokud alespoii na jedné kostce padne ¢islo 6).
Nejvhodnéjsi feSeni je zpracovano na Sabloné, tzn. ilohu je mozné rozdé€lit na tfi ¢asti podle
toho, kolik padne Sestek. Obdobné¢ jako i1 v predchozich ptipadech se obrdzkem neda
manipulovat.
Vzhledem k tomu, Ze studenti nemusi najit pouze zde uvedené feSeni, doporucuji pied
feSenim této otazky se nad dalS§imi spravnymi moZznostmi zamyslet. Pro ilustraci uvadim
n¢kterd z nich:

x  6°-5°=216-125=91 (Od vsech moznosti se odectou ty, které

nepiipadaji v uvahu.)
* (3-6)-2-(3-5)= 91

(Sou¢in 3 - 6% znad&i podet, kdy na jedné ze ti{ kostek padne uréité Sestka
a na ostatnich cokoliv, ale protoZze moznost, kdy na vSech kostkach padne
Sestka pocitdme 3krat, je nutné 2 moznosti odecist. Moznosti, kdy pravé na
dvou kostkach padne Sestka, jsou zapocitany 2krat, je proto nutné vSechny
tyto moznosti jednou odecist, tedy odecist 3 - 5 moznosti.)
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12. Sablona

Urcete pocet vSech anagram, které lze ziskat z pismen slova OKURKA tak, aby
a) se ob¢ pismena K nevyskytovala vedle sebe,

b) pismeno K nasledovalo bezprostiedné za pismenem U,

¢) pismeno 4 nasledovalo bezprostfedné za pismenem U.

vysledek

vysledek

vysledek

animace feSeni: klikni =» .

Vracime se opét k permutacim s opakovanim, nebot’ variace s opakovanim ned¢laji studentim
takové potize jako permutace ¢i kombinace s opakovanim. Tento ptiklad zfetelné prokaze,
kdo permutace s opakovanim pochopil a kdo nikoliv.

Pod modrymi obdélniky jsou schované vysledky.

Pokud feSeni neni nékterému ze studentd jasné, Ize vyuzit animaci feSeni, ktera je zaméiena
na dva nejcastéjsi zplisoby feSeni. Obsahuje podrobné a srozumitelné postupy feSeni vSech tii
omezujicich podminek:

6! 6 .. 5
a) ——5l=|| |-41|-51=240 ¢&i 44 |=240
2! 2 2

b) 5!=120 (Pismena U, K zafixujeme jako jedno jediné.)

50 (5
©) —=|_[3=60
2 (2

&9



13. Sablona

Advokat Moravec se rozhodl pofidit si na sviij dim alarm. Bezpe¢nostni kod alarmu je
¢tyfmistny, tzn. zalezi na poradi, v jakém se Cisla zadavaji a ¢isla se mohou opakovat.
Z kolika riiznych ¢tyfmistnych kodt mize advokat vybirat?
(Pozn. ¢tyfmistny kod mize zacinat i nulou.)
feseni: 2 4 6
1 3 5
7 8
Ctyimistny kod 9 0
vysledek B

13236 X
o e | oa | B

Tento ptiklad neobsahuje zZadnou omezujici podminku a pro svou jednoduchost by nemél
studentiim ¢init zadné potize. Veskeré cifry jsou ,,naklonované®, a tudiz se daji libovoln€krat
pouzit. UseCky znazornujici pozice ve Ctyfmistném kodu jsou pevné umisténé. Pod bilou

elipsou (staci posunout) je skryt spravny vysledek.
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14. Sablona

Reste tu samou tilohu pouze s tim rozdilem, Ze na druhém misté chee mit ¢islo 2 a na
tietim misté ¢islo liché.
(Bezpecnostni kod alarmu je ¢tyfmistny, zaleZi na potadi, v jakém se ¢isla zadavaji a ¢isla se
mohou opakovat).
feseni: vysledek I

0o 1 2

3 4 5

1 2 3 4

6 7 8 9

1

3

5

7

9
£

Uloha fesi stejny piiklad jako na Sablong &. 13. Jsou viak dany dvé omezujici podminky — na
druhém misté ¢tyfmistného kdédu ma stat dvojka a na tetim Cislice lichd. Protoze lichych
Cislic je pét, vysledek je roven soucinu 10 - 1 -5 - 10 = 500.

I zde jsou jednotlivé cifry ,,naklonované* a s pozicemi kodu neni mozné pohnout. Obdélnik,
ve kterém jsou svisle znazornény vSechny liché cifry, 1ze umistit na tfeti pozici.
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15. Sablona

Urcete pocet v8ech piirozenych ¢isel mensich nez 10 000, v jejichz dekadické zapisu
se vyskytuji pouze Cislice 7 a 8.

fedeni: 7 8

Pocet jednocifernych &isel: 7 8

Polet dvoucifernych &isel: . ¢sledel
Polet trojcifernych Cisel: {ysledel
Polet ¢tyrcifernych Cisel: {isiedel
-
L e

[x]

Priklad neni slozity, ale pfesto je dilezité si uvédomit, o jaka Cisla se jedna. Roletka je
pripravena znovu schovat v§e krom¢ zadani — dvodem je nalezeni spravného vysledku bez
jakékoliv napovédy. Napovéda ve formé& obrazku a ,,naklonovanych® &islic 7 a 8 (v pravé

casti) slouzi jako pomocna varianta.
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16. Sablona

Urcete, kolik ¢tyfcifernych prirozenych Cisel 1ze sestavit z cifer nasledujiciho
vyznamného data: 1. 1. 1993.
animace feseni: klikni = ()
1 1 1
9 9
3
162 3 &

Priklad je zaméfen na permutace s opakovanim, lze jej vSak vyteSit i bez téchto znalosti.
Cilem je ukazat, ze stejny postup feSeni jako u anagramu lze uplatnit i u riznych cisel. Je
dilezité nejprve si vSechny piipadné moznosti sestavené z danych cisel vypsat a poté fesit
kazdou zvlast. U prvni znazornéné jednicky na Sabloné, devitky a jediné trojky je pouzit
,»hekonecny klonovac pro urceni vSech zakladnich moznosti.

Reseni je nasledujici:

! 4
i=4.=
3 [1}

1113 — 4

! 4
1199 — 4 :6:(]

1119 —

41 4
1193 — Z=12=| |2
1993 — 12

Celkem tedy dostdvame 38 riznych cisel.
Népovéda k feSeni prikladu je skryta v animaci.
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17. Sablona

Magda Markéta

pocet pocet
moznosti moznosti
vybéru vybéru
g
- e | 5 ‘ - 2

Pét divek si vybird nové boty na aerobik. Pani prodavaéka jim nabizi 5 riznych typl bot,
které ma ve vSech potrebnych velikostech a v kazdé velikosti minimalné 6 pard. Kolika
zplsoby si mohou dévéata vybrat boty, rozlisujeme-li pouze typy bot?

L

Maruska

pocet
moznosti
vybéru

Predpokladem spravného feseni ptikladu je spravna ivaha, ze rozliSujeme pouze typy bot, tj.
kazda divka vybira z péti riznych typl. Nad jednotlivymi useckami je vymezen prostor pro
zapis vSech moznosti vybéru kazdé divky a pod bilym obdélnikem je skryt spravny vysledek,
tedy 5°. Kromé& obdélniku nejde s ni¢im hybat, vie je pevné umisténé.
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18. Sablona

V obchodé maji v dostate¢ném mnozstvi 3 druhy lizatek. Kolika zptsoby mizeme koupit

4 lizatka? ?
1. zptisob feSeni: vypsani viech moznosti

ML (T 1900 9900 [T000 100 ot
Mp (90000 et oM
i i

iy

e

—~—
15 riznych étvefic lizatek

2. zpusob feSeni: pomoci piihradek: klikni =»

Tato Sablona je velice dillezita, nebot’ obsahuje prvni z iloh na kombinace s opakovanim,
které jsou povazovany za nejobavangjsi skupinu prvki. Jedna se o jeden z typickych piikladu.

V tomto ptipadé je idedlni nejprve vSechny moznosti si vypsat a zjistit, kolik existuje vSech
moznosti vybéru. Na vyctu vSech moznosti lze ovéfit, do jaké miry se studenti naucili
systematicky postupovat. Ptfi pouziti stinitka muzeme skryt vSechny moznosti feSeni.
PtiloZena animace ndm umozni jednoduchym zplisobem vysvétlit novy zplisob feSeni, tzv.
prihradkovou metodou. Vzhledem k tomu, Ze tato metoda usnadituje vypocet u celé fady tloh,
je nutné pro jeji pochopeni a zvladnuti ji vénovat dostatek Casu.
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19. Sablona

Strye Karel by rad poslal svym 3 bratrim (kazdy bydli v jiném mésté) k Velikonocum
pohled. V trafice mu nabizeji 5 druht pohledu, pricemz prodavacka ma od kazdého druhu
minimalné 5 kusi. Kolik raznych trojic pohledi si mize Karel domi ptinést?

G+ 4)!
31. 4!

= 35 viech moZnosti

Formou piihradkové metody miizeme fesit i tento velmi podobny ptiklad. Jednotlivé druhy
pohledii jsou oddé€leny piepazkami (Cerné svislé usecky), které jsou pevné dané. Tiemi
¢ernymi puntiky Ize pro nazornost jednotlivych variant pohybovat.

Pro odreagovani poslouzi nasledujici soutéz.
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'SOUTEZ" Dopliite vyrazy do Ctverce tak, aby v kazdeém radku a v kazdém sloupci
----------- byl souc¢et roven 20.
2, .2y .2
( 2) 2! 2!
3! i
s &
4! V-G
s -G
H+
IR
4 (?) +(4) +3!
+(
4
2:(,)
EFES -
| e |

Inspiraci pro tuto soutéz je magicky cCtverec. Pracovat muze kazdy sam v lavici ¢i ve
dvojicich. Kdo bude s ptikladem prvni hotov, miize ostatnim na interaktivni tabuli své feSeni
ukazat.

Moznosti, jak vlozit dané vyrazy do Ctverce, je samoziejme vice.

Jedno z moznych feSeni spolu s vypoctem kazdého vyrazu:

e i (e
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20. Sablona

Urcete, kolika zplisoby je mozné u bazénu mezi barem a palmou vyrovnat do fady 2
stejna modra, 2 stejna Cervena a 2 stejna zelena lehatka.

vysledek
L L

Ls L2 Liy L L; Lz

Prestoze je uloha zaméfend na permutace s opakovani, lze ji vyfesit i pomoci kombinacnich
gisel. Usecky znazorfiujici jednotlivé pozice pro lehatka mezi barem a palmou jsou pevné
dané a s jednotlivymi lehatky, resp. barevnymi pismenky lze pohybovat.

Spravny vysledek obéma zplisoby je umistén pod bilym obdélnikem s nadpisem ,,vysledek* —
staCi pouze posunout nize.
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21. Sablona

Urdete, kolika zptsoby je mozné do tfi riiznobarevnych krabi¢ek rozmistit 6 stejnych
¢ervenych koralka.

6+2)! g
oz (2728
jiny zpiisob feSeni: klikni = .
BEE 5|

Aby studenti nevysli ze cviku a na pfihradkovou metodu nezapomnéli, je zde dalsi uloha
zaméfend na kombinace s opakovanim. Jak s cervenymi koralky, tak se dvéma hnédymi
svislymi useckami (piepazkami) Ize hybat; se tfemi krabickami — modrou, zelenou a fialovou
- vSak nikoliv. Pomoci téchto ptedpfipravenych objektd by studenti méli pfijit na spravny
vysledek, ktery by mél byt v pravém dolnim rohu zprvu schovan pod stinitkem.

Ptihraddkova metoda samoziejmé neni jediny zpusob, jak ulohu feSit. Dal§i zpisob feSeni
formou pfipravené animace je skryt pod hnédym koleckem vpravo dole. Nejprve jde
o vypsani vSech moznosti, které ptipadaji v ivahu pro ptipad, kdy krabicky nerozliSujeme.
V dalsich krocich fesime jednotlivé moznosti pro zadané riiznobarevné krabicky.
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22. Sablona

V malém no¢nim klubu v Horni Lhoté maji na stropé v jedné fadé nainstalovano ®
6 zarovek, z nichZ kazda muze svitit ervené, zluté, modie ¢i zelené. ® .
Urcete, kolik riznych variant osvétleni miZzeme dostat. ® v _
7] W
wu
. (1) (2 3 (a) (5) 6
. J J @ B ) 3 J
o Lo loee [ vysledek

Pro odleheni nésleduje tloha vskutku trividlni. Staci vyuZzit kombina¢ni pravidlo soucinu
a vysledek 4° je ,na svét&“. Podle mého nazoru se jedna o nékolikavtefinovou zaleZitost.
Zarovky jsou pevné dané a &tyii barevné puntiky - zndzorfiujici barevné osvétleni - jsou
,haklonované®, lze s nimi hybat a pfifazovat je k jednotlivym zarovkam. V pravém dolnim
rohu je opét skryt spravny vysledek.
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23. Sablona

Je dana mnozina M. Urcete pocet vSech podmnozin mnoziny M.

M= {1}
b)M={1,2,}
)M={1,2,3}

d) M= {1: 2.‘: 31 4}

eM=1{1,2,3,..,k!

= Q‘---"ﬂ

Z této a nasledujici Sablony by studenti méli pochopit, jak je mozné kombinatoricky vypocitat
pocet vSech podmnozin n-prvkové mnoziny, pficemz by studenti neméli znat obecny vzorec
piedem, ale na feSeni by se méli pokusit pfijit sami. Zacind se tim nejjednodussim,
tj. jednoprvkovou, dvouprvkovou, tfiprvkovou, resp. ¢tyf prvkovou mnozinou, piicemz cilem
je ke kazdé mnozin€¢ uvést poCet vSech podmnozin. Pfedpokladdm, ze studenti si budou
vSechny podmnoziny vypisovat ¢i pouziji kombinacni ¢isla. DilleZité je nezapomenout si vzdy
konec¢né Cislo zapsat a na zaklad€ prvnich Ctyt vysledkii nasledné odvodit obecny vzorec. Ze
své zkuSenosti mohu fici, Ze s tim studenti nemivaji potize.

Znaji-1i studenti jiz dany vzorec, miize se ptejit k dalsi dilezité Sablong.
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24. Sablona

2. zplsob: Kazdou podmnozinu zakddujeme pomoci nul a jednicek.

animace: klikni = @)

E|
EQ‘... i

Pomoci této Sablony by mél vyucujici predlozit studentim dalsi zpisob feSeni. Bud’ miize
vyuzit celou volnou plochu pro vysvétleni ¢i vyuzit velmi srozumitelnou a jasnou animaci
feSeni za pomoci kombinacnich ¢isel, a nebo pomoci kodi slozenych znul a jednicek.
Nejprve je feSeni prezentovano na tfiprvkové mnozin€, nebot pro studenty je daleko
jednodussi pracovat s Cisly nez obecné s pismeny. Poté jsou tytéZz zpusoby feSeni pouzity na
n-prvkové mnozing.
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25. Sablona

Urcete pocet viech ¢tyfcifernych piirozenych &isel, které lze sestavit z ¢islic 2, 8 tak,
ze cifra 8 se v daném ¢&isle objevuje:

a) prave 2x,

b) nejvyse 2x,

c) alespon 2x.

vysledek

vysledek

vysledek

25235 k|

Tento piiklad patii k t€ém jednodus$im, nebot’ studenti jiz mnohokrat urcovali pocet
piirozenych cisel. Maji zde najit pocet vSech ctyfcifernych ptirozenych ¢isel, pficemzZ jsou
op¢t dany jisté omezujici podminky.

Pod obdélniky jsou schovany spravné odpovédi. Na spravny vysledek je mozné opét piijit
n¢kolika zpasoby:

4! 4
a) —=
2121 (2

! ! 4 4
b) 1+i+i=l+ +
3t 212 1 2
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26. Sablona

Uréete, kolika raznymi zptisoby mizeme rozdeélit 10 stejnych jablek mezi 6 déti, jestlize:
a) nejsou dany zadné omezujici podminky,
b) kazdeé dité dostane alespon jedno jablko,
¢) nejmladsi dité dostane alespon tii jablka.

(5 + 10)! )
a) = 3003 moznosti
St-10!
: (4 +5)! B . .
) as 126 moznosti
(7+5! 12
5 c) T :(5) =792 moZnosti
G s .. | t- s

Ptiklad je zaméfen na piihrddkovou metodu. Piedem je nutné stinitkem skryt veskera feseni
v pravé ¢asti Sablony. U této ulohy je vhodné dat studentiim urcity ¢as na pfemysleni, napf. ve
dvojicich.
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27. Sablona

Urcete pocCet vSech anagramu, jez lze vytvorit z pismen slova MAMINKA tak, aby
zadné dve souhlasky a zadné dvé samohlasky nestaly vedle sebe.

SOU SOU SOU Sou
M A MTIN KA
SAM
SAM
SAM
vysledek

I kdyz ptiklad nevypada na prvni pohled slozité, rozhodné nepatii k jednoduchym. Studenti si
musi uvédomit jednak, ze ve slové se vyskytuji dvé pismena M a A, a jednak, Ze anagramy
musi zacinat souhlaskou, tzn. pozice pro samohlasky a souhlasky jsou jasné dané. Jen tak
bude splnéna podminka, ze zadné dvé souhlasky a zadné dvé samohlasky nebudou stat vedle
sebe.

Sedm pevné umisténych usecek piedstavuje pozici v anagramu a s jednotlivymi pismeny
slova MAMINKA ¢i se slabikami ,,SOU* (souhlaska) a ,,SAM® (samohlaska) se da pro

nazornost pohybovat. Spravny vysledek je uveden vpravo dole. Piedkladam dva zptisoby
reSeni:

4 3
22
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28. Sablona

Urcete, kolika zpuisoby lze rozestavit tyto ¢erné figurky: 2 koné, 2 strelce, 1 damu
a 3 pésce a) do posledni fady Sachovnice 8 x 8,
b) do fady Sachovnice 8 x 8.

HE NN

w g v X
-
-

V prvni ¢asti je dana fada, do které se ma umistit 8 figurek — 2 kon¢ (K), 2 stielce (S), 1 ddmu
(D) a 3 pésce (P). A opét se da fesit dvéma zplisoby:

8!

®x o

212121

8)(6) (4
% . .
2)12) (1
Rada $achovnice je vloZena napevno, kdeZto sjednotlivymi pismeny - piedstavujicimi
Sachové figurky - se d4 pohybovat a vkladat je do Sachové tady.

Ve druhé ¢asti ulohy staci vysledek z prvni Casti vyndsobit 8, tj. 8 fadami, které ptipadaji
v uvahu. Domnivam se, Ze zde jakakoliv animace feSeni jiZ je zbyte¢na.
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29. Sablona

Détsky tabor porada pro své déti orientacni béh, ktery je slozen ze 4 riznych stanovist’
a na kazdém stanovisti mohou tcastnici zavodu ziskat maximalné 5 bodi. Zavodnici
maji slibenou odmeénu, pokud ziskaji minimalné 17 bodt. Kolik bodl na jednotlivych
stanoviStich mohou déti ziskat, chtéji-li byt oceneni?

20 bodi - 5555: 1 zpiisob
19 bodii - 5554: 4 zpuisoby

18 bodu - 5553: 4 zplsoby
5544: 6 zpasobu

17 bodu - 5552: 4 zplsoby
5543: 12 zptsobi
5444: 4 zpasoby

Tato tloha se neda vytesit béhem nékolika vtetfin. Studenti si musi uvédomit, jakéd hodnoceni
pfipadaji v ivahu (systematicky si je vypsat) a pak rozebrat kazdou moznost zvlast na
zakladg étyi riznych stanovist. Uloha je vhodna do dvojic.

V Sablon¢ je uvedeno feSeni, které by mélo byt samoziejmé specidlni ,roletkou zprvu
zakryto. Domnivam se, ze v tomto pfipadé neni k feSeni zapotfebi obrazkii ani animace,
protoZe se nejednd o slozity priklad.
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30. Sablona

Maly test na zavér:

\& /

o

N <
N',"‘I
N
/3N

il
‘ w /

Na zéavér celého kurzu kombinatoriky s vyuzitim interaktivni tabule je pfipraven maly test
obsahujici 3 ulohy. Staci kliknout na jednotlivé piiklady a ukéze zaddni. Domnivam se, Ze
vSechny tf1 tlohy jsou jakymsi shrnutim celé kombinatoriky samoziejmé bez binomické véty,
principti inkluze a exkluze, Dirichletova principu.

Zalezi na kazdém vyucujicim, zda test pojme soutéziveé — at’ uz jednotlivé ¢i skupinové — nebo
standardné, tj. jednotlivych ptikladl se Gi€astni celd tfida dohromady.

Prvni testova tloha je rozdélena na tii Casti, druhd a tieti na ¢asti Ctyfi. Ke kazdé otazce je
vpravo vlozena spravna odpovéd’. Pired zahajenim préace je proto nutné jednotlivé vysledky
vyucujicim ptehazet, nebot’ cilem zakl je kazdou cast vyftesit zvlast’ a predlozené vysledky
spravné prifadit k jednotlivym otazkam.

(Pt. 1.)

Opétovném kliknutim na oznaceni daného piikladu ~~ se vratime zp&t na Gvodni stranku
testu, tj. na 30. Sablonu.
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Pani ucitelka vybira z 10 divek a 8 chlapci 4 Zaky.

® Kolik existuje moznosti vybéru pro 4 rizné funkce 18:17-16-15

(napf. nasténkar, Satnaf, ...), vime-li, ze kazdy
vybrany zak bude zastavat pravé jednu ze ¢ty funkei.

® Kolik existuje moznosti vybéru pro 4 rizné
funkce, zajima-li nas pouze to, zda danou funkci
zastava divka ¢i chlapec. 2

@ Kolik existuje moznosti vybéru, zajima-li nas ( 18
pouze vybrand skupina (jaci zaci jsou vybrani). 4

A
[ | B

)

18
(4

) - 4!

9 ’\‘I
=

Kolika zptisoby miZeme mezi 4 divky rozdat

a) 4 stejné micky, —_

b) 4 rizné micky, 4

c) 4 rizné micky tak, aby kazda dostala prave jeden, 4!

d) 4 stejné micky tak, aby kazda dostala pravé jeden. 1

| |
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Urdete, kolika zpiisoby miiZeme rozdat:

a) 3 stejné kulicky do 4 riznych krabicek,

b) 3 stejné kulicky do 4 stejnych krabicek,

¢) 3 ruzné kulicky do 4 raznych krabicek,

d) 3 razné kulicky do 4 stejnych krabicek.

33236 |
o [ons |

6!
——  4+12+4
313!

4+(4-3)-3+4-3!
4-4-4
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4 SEZNAM SLOVNICH ULOH PRO STUDENTY

4.1

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)
8)

9

Kombinatorika bez opakovani

Déti z Hudebni Skoly Skiivanek, mezi nimiZ byla i dvojcata Dita a Zita, psaly v ramci
hudebni nauky pisemnou praci z not. Kolik moznosti ozndmkovani mohla dvojcata od
ucitelky obdrzet, jestlize vime, Ze dvojcata nedostala stejnou znamku? (Kolik dvojic
riznych znamek ptipada v tvahu?)
Ve Skolni jideln€ jsou dnes v nabidce tato jidla:

Polévka: - slepi¢i vyvar

- zeleninova, krémova
Hlavni jidlo: - pecené kute s ryzi
- plnény paprikovy lusk, rajskd omacka, houskovy knedlik
- kapustovy karbanatek, bramborova kaSe
Salat: - rajcatovy
- zelny

Kolika zptsoby si mizete vybrat obéd (kolik existuje riznych ob&dit), ma-li obsahovat
polévku, hlavni jidlo a jeden salat?
Paradnice Vlasta si vzala na dovolenou k mofi 5 rizné barevnych tilek a 3 razné sukné
(1 minisukni, 1 sukni ke koleniim a jednu dlouhou sukni). Kolika zptsoby si mlze
obléknout tilko a sukni, aby kazdé vypadala jinak?
Na Sachovnici 8 x 8 umistéte obé véze (tzn. ¢ernou a bilou) tak, aby Cerna stala na
¢erném policku, bild na bilém a aby jedna nevyhodila druhou, tzn. obé véze se nesmi
nachdzet ve stejném fadku ani ve stejném sloupci.
Urcete pocet vSech piirozenych dvojcifernych cisel, v jejichz dekadickém zépisu se
kazda cislice vyskytuje nejvyse jednou.
Kolika zptisoby se mtize dostat Hugo z autobusové zastavky k rybniku Jurecek, miize-
li jit pouze po vyznadenych cestach a mé-li se zastavit na namésti Csl. Armady pro
kamarada Cyrila?

al /hl-\
BUs /_\ namésti by rybnik
by

zastavka —  Jurecek

a, Csl. armédy
a] \)

Kolika zplisoby se muze dostat Hugo k rybniku JureCek a zpét na autobusovou
zastavku, jsou-li pfedchozi podminky zachovany a ma-li jit zpatky stejnou cestou jako
k rybniku?

Kolika zplsoby se muze dostat Hugo k rybniku Jure¢ek a zpét na autobusovou
zastavku, jsou-li podminky zachovany a ma-li jit zpatky po jinych cestich nez Sel
k rybniku?

Ctverec (ozn. A) o strand 3 cm je rozdélen na 9 stejnych &tvercti o strané 1 cm. Urdete,
kolik je v daném ¢tverci A Ctvercii.

Maminka koupila svym dceram Jang¢, Petfe a Lence 3 rizné mice. Kolika zptsoby je
muze mezi dcery rozdélit tak, aby kazda dostala pravé jeden?

Urcete pocet vSech trojcifernych prirozenych ¢isel, v jejichz dekadickém zapisu se
muze vyskytovat pouze Cislice 1, 2, 3, 4 a kazda nejvySe jednou. Poté vSechna cisla
vepiste do dané tabulky.
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10) Uréete pocet vSech nejvyse trojcifernych prirozenych ¢isel, v jejichz dekadickém
zapisu se muze vyskytovat pouze Cislice 1, 2, 3, 4 a kazda nejvySe jednou?

11) Pani teditelka jisté Skoly slibila studentim, Ze na Den déti si mohou studenti vytvorit
svijj idealni rozvrh, ktery ma obsahovat 6 riiznych hodin. Zaci si tedy méli vybrat Sest
nejoblibengjSich pfedméti a z nich pak sestavit dany rozvrh. Sestavte si i vy idedlni
rozvrth a urcete, kolik riznych rozvrhii z vybranych pifedméti je mozné vytvofit?
Kolik riznych rozvrhli mizete vytvoftit, ma-li se vyucovat na prvni hodin¢ TV?

12) Pani ucitelka Spravedliva se rozhodla, ze pfisti hodinu vyzkousi posledni 4 studentky
— J4ju, P4ju, Dadu a Kéju, které u ni nemaji jesté¢ zddnou znamku. Urcete pocet vSech
moznych potadi, v jakém si je pani ucitelka miize volat k tabuli.

13) Uréete pocet vSech cCtytcifernych ptirozenych cCisel, v jejichz dekadickém zapisu se
vyskytuji pouze Cislice 1, 2, 3, 4, 5, kazdé nejvySe jednou. Kolik z nich je délitelnych

a) dvéma,
b) tifemi,
c) Sesti.
14) Ctyfi sourozenci hrajici na rizné hudebni néstroje se pfipravuji na vystoupeni pied
svymi rodi¢i a ptibuznymi. Urcete:

a) kolik existuje riiznych potradi, jak déti mohou vystoupit?

b) kolik existuje riznych potadi, jak déti mohou vystoupit, chce-li Pepa
vystupovat jako prvni?

c) kolik existuje riznych potadi, jak déti mohou vystoupit, chce-li Pepa
vystupovat jako prvni a Klarka jako posledni?

d) kolik existuje riznych potadi, jak déti mohou vystoupit, chce-li Vlastik
vystupovat tésn¢ po Pepovi?

e) kolik existuje riznych potadi, jak déti mohou vystoupit, chce-li Vlastik
vystupovat tésn¢ po Pepovi a Pepa jako prvni?

15) Babicka BoZenka slibila své vnucce vysokoskolacce, ze ji k narozenindm posle na tcet
1000 K¢ na ptilepSenou. Bohuzel si vSak nezapamatovala celé Cislo uctu. Védéla
pouze, u které banky mé vnucka ucet, ¢islo Ze je desetimistné a ze zacind 25 ( v tento
den se babicka narodila), konc¢i 3 (tolik ma vnoucat), ¢islo uctu obsahuje dvojcisli 78
a kazda cifra se objevuje pouze jednou. Kolik riznych uctd témto podminkam
vyhovuje?

16) Pan Novak ma v jedné policce své knihovny 10 raznych knih a 5 dilii Ottova slovniku
naucného. Kolika zplisoby muze své knihy pfemistit v poli¢ce tak, aby vSechny dily
slovniku staly pohromadé¢ vedle sebe od prvniho do patého dilu (zleva doprava)?
Kolik existuje moznosti umisténi, ma-li jesté Cervena knizka stat Gplné vpravo?

17) Jara si pii matematické olympiadé nevéd¢l rady s nasledujici tlohou.

,urcete, kolika zptisoby je mozné piemistit pismena slova BUMERANG tak, aby:

a) utvofené pfesmycky (anagramy) zacinaly pismenem M,

b) né&jaka skupina po sob¢ jdoucich pismen utvofila slovo GEN,

c) ngjaka skupina po sobé jdoucich pismen utvofila slova GEN, BUM
v libovolném potadi.*

Poradime mu?

18) Nova tfidni ucitelka fesi se svymi zéky pracovni funkce na tento tyden. Ttida se sklada

z 20 divek a 10 chlapct. (Pozn. Kazdy zak miiZze mit maximalng jednu funkci.) Urcete:
a) kolika zptsoby z nich pani ucitelka miize vybrat jednoho nasténkaie, jednoho
pokladnika, Satnéfe a jednoho zZaka, ktery se bude starat o Cistou tabuli,
b) kolika zplisoby miize pani ucitelka vybrat Zaky na tyto funkce s tim rozdilem,
ze pokladnikem ziistava Vasek,
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c) feSte znova ulohu b) tak, aby ve funkci nasténkare byla divka a ve funkci
Satnare a ,,CistiCe tabule* byl chlapec,

d) feste opét ulohu a) pouze s tim rozdilem, Ze tfi funkce zastavaji chlapci a jednu
divka.

19) Adam s Evou po zatizeni svého nového obyvajiciho pokoje zjistili, Ze pokoj stale neni
moc Utulny a neplisobi teple. Proto se rozhodli, Ze do pokoje dokoupi tfi rizné vétsi
rostliny (rizné druhy). Pani prodavacka jim ovSem nabidla 5 riznych druh rostlin.
Kolik trojic rostlin si mohl par domti odnést?

20) V cukrarn¢ zvané ,Mlsanek® dnes prodavaji 6 riznych druhii zakuskl. Kolika
zpusoby si muze zakaznik vybrat 3 zakusky, mé-li byt kazdy jiného druhu?

21) Urcete vSechny moznosti, jak rozde¢lit tii cestujici — pana Novaka, Radsetoulala
a Skoc¢dopole, do dvou vlakovych kupé 4, B.

22)Je dan pravidelny pétithelnik KLMNO. Kolik rznych trojuhelnikl je urceno témito
body?

23)Pani ucitelka pfipravuje pro své zaky test ze zemépisu. Pfipravila si 10 rdznych
otazek, pficemz test se ma skladat pouze z péti.

a) Kolik moznych variant testu mize vytvofit, zalezi-li na poradi otazek v testu?
b) Kolik moznych variant testu mize vytvofit, nezalezi-li, v jaké potadi jsou
otazky v testu poskladané?

24) Maminka Zdenka pro svoji rodinu ( pro sebe, manzela a tii déti) koupila listky do
divadla. Listky jsou do tfeti fady s €isly sedadel 1, 2, 3, 4, 5. Kolika zptsoby se mohou
posadit, chce-li tatinek sedét uplné na kraji (tj. sedadlo €. 1) a chlapci Tonda a Jenda
chtéji sedét vedle sebe?

25) Basketbalové druzstvo starSich zakt se sklada z 15 hraca — 6 pivotl, 6 kiidel a tiech
rozehravacl. Zjistéte, kolik rtiznych sestav miZze trenér vytvofit, ma-li mit sestava
(herni ,,pétka*) 2 pivoty, 2 kiidla a 1 rozehravace.

26) Na volejbalovy trénink pfislo 7 divek a 8 chlapct. Urcete, kolika zpiisoby je mozné
vybrat:

a) divci Sesti¢lenné druzstvo,

b) chlapecké Sesticlenné druzstvo,

¢) smiSené druzstvo slozené ze tii divek a tii chlapct,
d) smiSené druzstvo, ve kterém jsou alesponi Ctyti divky.

27) Sn¢hurka koupila pro své trpasliky 3 stejné modré a 4 Cerné svetry, aby jim v zimé
bylo pekné teplo. Urcete pocet moznosti, jak mlze svetry mezi trpasliky rozd¢lit tak,
aby kazdy dostal jeden. Kolik existuje moZnosti, jestlize Smudla dostane vzdy &erny
svetr?

28) Kolik rtiznych ptirozenych ctytcifernych Cisel s riznymi ciframi lze sestavit z cifer 0,
1,2, 3,5, 7? Kolik z nich je délitelnych deseti? Kolik z nich je sudych?

29) V sacku je pét rtizné velkych modrych a 7 rizné velkych cervenych kuli¢ek. Kolika
zpusoby je mozné vybrat:

a) 1 modrou a I ¢ervenou kulicku,
b) 2 modré kulicky,
c) 2 cervené kulicky,
d) 2 modré a 1 ¢ervenou kulicku?
30) Kolik thlopticek ma 4-thelnik, 5-thelnik, n-tthelnik?
31) Na Sachovnici 8 x 8 vyberte 3 policka pro tii stejné Cerné pésce tak, ze:
a) nezalezi na barve policek,
b) vsichni pésci stoji na tmavych polickach,
c¢) vSichni pésci nestoji v jednom sloupci,
d) vsSichni péSci nestoji na polickach stejné barvy.
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32)Ze sacku, ktery obsahuje 6 rizné¢ barevnych kulicek, vyberte tii kulicky tak, aby

v dané trojici
a) se vyskytovala ¢ervena kulicka,
b) se Cervend kuli¢ka nevyskytovala.

33) Vite, jak se hraje domino? Pii dominu si 4 hrac¢i rozdéli mezi sebe stejnym dilem 28
ruznych kostek.Kolika zplisoby to muze byt provedeno? (Kolik existuje moznosti
rizného rozdéleni kostek?)

34)Kolika zplsoby mulze rozdat dédecek Pepa svym péti vnuckam 4 rizné plySové
hracky, ma-li kazda dostat nejvyse jednu?

35) Kolika zptsoby muze rozdat dédecek Pepa svym péti vnuckdm sedm stejnych rohlika
se Sunkou, ma-li kazda dostat alespon jeden?

36) Na ragbyovy turnaj kadetli pfijelo 6 riznych tymi z celé republiky. Turnaj se hraje
systtmem ,kazdy skazdym®“. Urcete, kolik zapasi odehraje druzstvo z Vyskova
a kolik bude celkové odehrano zapast?

37) Urcete, kolika zptisoby lze na Sachovnici 8 x 8 umistit 1 ¢erného pésce, 1 bilou a 1
cernou véz, 1 bilého koné a 1 ¢ernou kralovnu tak, aby:

a) cerné figurky staly na ¢ernych polich a bilé na polich bilych,
b) libovolné dvé figurky staly na bilych polich a zbylé tii figurky staly na polich
cernych.

4.1.1 Vysledky

1) 20 2) 12 3) 15 4) 768 5) 81 6) 9;9;36
7) 14 8) 6 9) 24 10) 40 11) 720; 120
12) 24 13) 120;2)48 b)24 ¢) 12 14) a)24 b)6 ¢)2 d)6 )2

15) 720 16) 11! =39916 800; 10! =3 628 800 17) a) 5040 b) 720 c) 24

18) a) 657 720 b) 21 924 c) 1 440 d) 57 600 19) 10 20) 20

5
21) 8 22) @:10 23) a) 30240 b) 252 24) 12

wor (0 9 (HY oGl
CEHOUE 2B

28) ) 300 b) 60 c) 108 29) a)35 b) 10 ¢) 21 d) 70
30) m—n:M 31) a) [64]=41664 b) (32J=4960
2 2 3 3
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GGG
c)41216 d)31744 32) a) 10 b) 10 33) . . .

7 7 7)\7

34) 180 35) 15 36) 5; 15 37) a) 29 521920 b) 295219 200

4.2

Kombinatorika s opakovanim

1) Pfi hudebni vychové osm 7kt 7. A piSe pisemnou praci znot. Kolika vysledkl
mohou doséhnout, jestlize pani ucitelka pouziva pouze znamky 1, 2, 3?

2) Urcete pocet vSech Sesticifernych pfirozenych cisel, ktera je mozné sestavit z cifer 2,
3, 4.

3) Urcete pocet vSech Sesticifernych ptirozenych Cisel sestavenych z cifer 2, 3, 4, ktera

a) jsou suda,
b) jsou délitelnd Ctyfmi.

4) Urcete, kolika zplisoby Ize pfemistit pismena slova LIST.

5) Urcete, kolika zptsoby 1ze premistit pismena slova OKURKA.

6) Urcete pocet vSech usporadanych pétic slozenych z prvkl a, b; znichz prvek a se
opakuje 3-krét a prvek b 2-krat.

7) Urcete pocet zpiisobil, jimiz lze pfemistit pismena slova MAMINKA.

8) VIk s Karkulkou se chystaji hazet tfremi rizné barevnymi kostkami — Cervenou, zlutou
a modrou. Po dlouhém pfemlouvani vlk slibil, Ze Karkulku nesezere, pokud alesponi na
jedné kostce padne ¢islo 6.

A. Kolik riznych vysledki miize na kostkach padnout? (Kostky
rozliSujeme.)

B. Kolik rtiznych vysledki miize na kostkach padnout, chceme-li, aby
pouze na Cervené kostce padla 67

C. Kolik riznych vysledkii mohlo padnout, vime-li, ze vlk Karkulku
nesezral?

9) Urcete pocet vSech anagramil, které 1ze ziskat z pismen slova OKURKA tak, aby

a) se ob¢ pismena K nevyskytovala vedle sebe,
b) pismeno K nasledovalo bezprostiedné za pismenem U,
c) pismeno A4 nasledovalo bezprostiedné za pismenem U.

10) Advokat Moravec se rozhodl pofidit si na sviij dim alarm. Bezpe¢nostni kod alarmu je
Ctyfmistny, tzn. zalezi na poradi, v jakém se Cisla zadavaji a ¢isla se mohou opakovat.
Z kolika riznych ctyfmistnych kodd muize advokat vybirat? Z kolika rtznych
Ctyfmistnych koda mize advokat vybirat, chce-li mit na druhém misté Cislo 2 a na
tretim mist¢ Cislo liché?

11) Urcete pocet vSech ptirozenych ¢isel mensich nez 10 000, v jejichz dekadickém zapisu
se vyskytuji pouze Cislice 7 a 8.

12) Urcete, kolik ctyfcifernych piirozenych ¢&isel lze sestavit zcifer nasledujiciho
vyznamného data: 1. 1. 1993.

13) Pét divek si vybird nové boty na aerobik. Pani prodavacka jim nabizi 5 riznych typt
bot, které ma ve vSech pottebnych velikostech a v kazdé velikosti minimalné 6 para.
Kolika zptsoby si mohou dévcata vybrat boty, rozliSujeme-li pouze typy bot?

14) V obchodé maji v dostatecném mnozstvi 3 druhy lizatek. Kolika zpiisoby miizeme
koupit 4 lizatka?
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15) Stryc Karel by rad poslal svym 3 bratrim (kazdy bydli v jiném mést¢) k Velikonoctim
pohled. V trafice mu nabizeji 5 druht pohledl, pficemZ prodavacka mé od kazdého
druhu minimaln¢ 5 kust. Kolik riznych trojic pohledu si miize Karel domi piinést?

16) Urcete, kolika zplisoby je mozné u bazénu mezi barem a palmou vyrovnat do fady
2 stejna modra, 2 stejna Cervena a 2 stejna zelena lehatka?

17) Urcete, kolika zpisoby je mozné do tif rliznobarevnych krabicek rozmistit 6 stejnych
cervenych koralkd.

18) V malém no¢nim klubu v Horni Lhoté maji na stropé v jedné fad¢ nainstalovdno
6 zarovek, z nichZ kazda muze svitit ¢ervené, zluté, modie ¢i zelené. Urcete, kolik
ruznych variant osvétleni miizeme dostat.

19) Je ddna mnozina M = {1, 2, 3, ..., k}. Urcete pocet vSech podmnozin mnoziny M.

20) Urcete pocet vSech Ctyfcifernych pfirozenych ¢isel, které 1ze sestavit z Cislic 2, 8 tak,
ze cifra 8 se v daném cisle objevuje:

a) prave 2x,
b) nejvyse 2x,
c) alespon 2x.

21) Urcete, kolika riznymi zpisoby muzeme rozdélit 10 stejnych jablek mezi 6 déti,
jestlize:

a) nejsou dany zadné omezujici podminky,
b) kazdé dit¢ dostane alespon jedno jablko,
¢) nejmladsi dit¢ dostane alesponi tfi jablka.

22) Urcete pocet vSech anagramt, jez lze vytvofit z pismen slova MAMINKA tak, aby
zadné dve souhlasky a zadné dvé samohléasky nestaly vedle sebe.

23) Urcete, kolika zpiisoby lze rozestavit tyto Cerné figurky: 2 kong, 2 stfelce, 1 damu
a 3 pésce:

a) v posledni fad¢ Sachovnice 8 x 8§,
b) v tadé Sachovnice 8 x 8.

24) Détsky tabor porada pro své déti orientacni béh, ktery je slozen ze 4 riznych stanovist
a na kazdém stanovisti mohou ucastnici zdvodu ziskat maximaln€ 5 bodi. Zavodnici
maji slibenou odménu, pokud ziskaji minimalné 17 bodii. Kolik bodi na jednotlivych
stanoviStich mohou déti ziskat, chtéji-1i byt ocenéni?

4.2.1 Vysledky

1) 3° =656l 2) 3°=729 3) 2)486 b)243  4) 24

5) 360 6) 10 7) 1260 8) a) 6° =216 b) 36 ¢) 91
9) a) 240 b) 120 c) 60 10) a) 10* b) 500 11) 30

12) 38 13) 5° 14) 15 15) 35 16) 90 17) 28
18) 4° = 4096 19) 2* 20) a)6 b)11 ¢) 11 21) a) 3 003
b) 126 ¢) 792 22) 36 23) a) 5040 b)40320  24) 35
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5 Seznam kvizu

Kvizem bychom mohli nazvat druh slovnich hddanek v podob¢ otdzek a odpovédi ¢i
zabavnou hru, kterd slouzi ke zprostfedkovani védomosti a dovednosti hravou formou. Kviz
predstavuje uceni zabavnou formou a muze byt rovnéz vyuzit jako odpocinkovy zpisob
vyuky, v nichz si Zaci mohou v né€kolika minutach oddechnout od ,,nezdzivné* a obtizné latky
a pritom se stale nevédomky vzdélavat. Kvizy by mély slouzit jako ,,nékolikaminutova
odbocka“, aby studenti nabrali chut,, sily a energii pro feSeni dalSich tloh. Né&které z nich jsou
obohaceny o jednoduchou kombinatorickou ulohu, t¢elové vytvorenou.

Seznam kvizi

1. Kfizovka (Sablona ¢. I) 15. Heuréka (3ablona ¢. 27)

2. Opery (Sablona ¢. 4) 16. M4 na rizich ustldno (3ablona ¢. 31)

3. Brambory (ablona . 3) 17. Medovnik, slovicka (sablona ¢. 32)
4. Sachisti (Sablona ¢. 7) 18. Rychlovlaky (3ablona &. 34)
5. Fibonacciho posloupnost (sablona ¢. 8) 19,4 i stavb (eabl & 36)
. Vyznamné stavby (3ablona &.
6. Cyril a Metodgj (Sablona ¢. 11) 20. Kral komikd (ablona &, 37)

7. Latinsky étverec (§ablona ¢. 12) 21. Zkratky (Sablona &. 38)

8. OH v basketbalu Zen (Sablona ¢. 13) 22. Mide (Sablona &. 40)

9. Prvocisla (sablona ¢. 14) 23. Zamky (3ablona ¢&. 46)

10. Mezinarodni den déti (Sablona ¢. 16) 24, Pétithelnik (3ablona ¢. 47)

11. Spisovatelé (Sablona é. 17) 25. Scrabble (3ablona ¢. 54)

12. Rimska tisla (§ablona & 23) 26. Savci (Sablona ¢. 55)

13. Hudebni nastroje (sablona é. 25) 27. Haka (3ablona ¢. 57)

14. Bozena Némcova (Sablona ¢. 26) 28. Historicke pary (5ablona ¢. 58)
Rozbitstcanky

U kvizt se vyskytuji rizné ikony (v riznych barvach) — viz nasledujici obrazek, pod
kterymi jsou skryty odpovédi, zajimavé informace apod.

Bl J o ¢ ¢ ©

117



5 Zaver

Interaktivni ucebnice, ktera se vam dostala do rukou, pfedstavuje moderni pomtcku pii
vyuce kombinatoriky. V soucasné dobé se jednd o nadstandardni didaktickou pomiicku, kteréd
by se vSak v budoucnu mohla stat pomtckou standardni.

Chtéla bych upozornit, Ze pfi praci s jakoukoliv technologii, €ili i s interaktivni tabuli, je
nutné neustale sledovat chovani a reakce studentil, nebot’ pouze s ohledem na zpétnou vazbu
spocivajici v reakci studentli mizeme dosahnout kvalitnich vzdélavacich vysledka. Je dilezité
si uvédomit, ze vytvofena interaktivni ucebnice v zadném piipad¢ studenty kombinatoriku
nenauci. Jsou to pfevazné vyucujici, kteti budou vzdy hrat ve vzdélavacim procesu klicovou
roli. Interaktivni ucebnice by méla slouzit pouze jako nastroj, ktery umoznuje nejen
zabavnéjsi a méné stereotypni formu vyuky, ale rovnéz probiranou latku uleh¢it.

Pieji vam ve vasi praci hodné zdaru, vlastni uspokojeni s pouzivanim i-ucebnice a na
zéaklad¢€ hodnoceni studentl i radost z dobie vykonané prace na stran¢ vasi 1 vasich studentt.

Marika Kafkova
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