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Tento text vznikl v ramci projektu Modularni systém dal$iho vzdéldvani pedago-
gickych pracovnikid JmK v pfirodnich védéach a informatice. Je urcen ucitelim ma-
tematiky na stfednich skolach a tématicky je zaméfen na vyuku geometrie, tj. plani-
metrii a stereometrii.

Ctenéf zde najde stéZejni ¢ast planimetrie, tedy geometricka zobrazeni, které do-
davaji skolské geometrii ptivab. Pro osvojeni si tohoto pohledu na geometrii je potfeba
rozumét drobnym rozdilim mezi jednotlivymi priklady, které jsou postupné grado-
vané od nejjednodussich aZ k opravdu milym.

Podobné je ve stereometrii vénovana pozornost otazce fezu - latce, kterd je zakladni,
le¢ ¢asto vyvolava strach. Pritom pfi vhodném uchopeni této latky je mozné celou
situaci do jisté miry algoritmizovat a velmi zjednodusit, tedy zpfistupnit ji i méné
nadanym studentdm.

Dulezitou soucasti textu je pasaz o rozvijeni prostorové predstavivosti. Konec konct
o tu jde na stfedni Skole predevsim. Pfipustime-li totiZ diskusi o tom, co si studenti
odnesou do Zivota, pak je to zfejmé pravé ona prostorova predstavivost, kterou jedni
uplatni pfi béZném fizeni automobilu a jini pfi studiu stavebnictvi, strojirenstvi ¢i
architektury. Ke stejnému tcelu mohou poslouzit i stereometrické hry.

Pro pfimé pouziti ve vyuce jsou nachystany tzv. pracovni listy, tématicky zamérené
na stereometrii, prostorovou predstavivost a praci s volnym rovnobéZnym promitanim.

Nadstavbou nad béZny ramec uciva jsou pasaze o sitich téles a kruhové inverzi. Jde
o stru¢ny naznak, Ze geometrie miZe nabidnout vic nez se vejde do béznych hodin
matematiky a je na uditeli, aby dokédzal nabidnout Sikovnym studentim také néco
navic.




1 STEREOMETRIE — REZY

1.1 Véta o vzajemné poloze tfi rovin

Jsou dany tfi roviny v prostoru Es. Nabyvaji pravé jednu z nésledujicich vzajemnych
poloh:
a) Vsechny tfi roviny splyvaji.
b) Dvé roviny splyvaji, tfeti je s nimi rovnobézna.
c) Dvé roviny splyvaji, tfeti je s nimi rtiznobézna.
d) Vsechny tfi roviny jsou rovnobézné rizné.
e) Dvé roviny jsou rovnobézné rizné, tieti je s nimi riznobézna.
f) Vsechny tfi roviny jsou po dvou rtiznobézné, priise¢nice splyvaji.
)

g) Vsechny tfi roviny jsou po dvou rtiznobézné, prisecnice jsou rovnobézné razné
fimky.

o

h) Vsechny tfiroviny jsou po dvou riznobézné, priise¢nice nejsou rovnobézné primky.

1.2 Duiilezité vlastnosti

Pro roviny uvedené v predchozi vété plati:

* v situaci e) ozna¢me p a 0 rovnobézné roviny a 7 rovinu s nimi riznobéznou. Pak
pfimky p = pNma ¢ = o N7 — priisecnice riznobéZnych rovin — jsou rovnobézné
primky.

* v situaci h) ozna¢me roviny p, 0 a 7. Pak pfimky p = pNm, ¢ =ocnNmar =

0N o - prisecnice téchto rovin — jsou po dvou rtiznobézné primky a prochazeji
spole¢nym bodem.

Situace a), b) a ¢), kdy nékteré roviny splyvaji, jsou mezni, uvedeny jsou pro tplnost.

Pro konstrukce fezl vyuzijeme hlavné situace e) a h), ¢astecné g), kterou je pro
nase potfeby mozné povazovat za zvlastni ptipad situace h) — spole¢ny bod vsech tii
prusecnic ,je v nekone¢nu”.



1.3 Hledani priseciku pfimky s rovinou

Jsou dany body K a L a rovina p, ve které tyto body nelezi. Prisecik primky KL s ro-
vinou g je bod X, ktery je prise¢ikem ptimky KL a ptimky K'L/, kterd je primétem
pfimky KL do roviny p.

Tuto vétu budeme pouzivat takto:

Potfebujeme-li urcit prasecik X pfimky KL s rovinou p najdeme libovolnou ro-
vinu o, kterd obsahuje pfimku KL (tedy body K a L) a najdeme jeji prusecnici ¢
s rovinou p. Prusecik pfimky ¢ s pfimkou KL je hledany bod X. MozZnych rovin o je
nekone¢né mnoho.

Vzhledem k tomu, Ze médme pfimku KL ddnu jejimi dvéma body K a L, mtGZeme
postupovat nédsledujicim zptisobem:

Najdeme pfimky k a [, které lezi v jedné roviné (to je rovina o) a které prochazeji po
fadé body K a L, jejichz priiseciky s rovinou ¢ umime urcit. Tyto priseciky ozna¢me
K'a L', ptimka K'L’ je hledana prise¢nice g.

Primky k a llezi v jedné roviné pravé tehdy, kdyz jsou rovnobézné, nebo rtiznobézné
(nesmi byt mimobéZné). Rovnobéznost zabezpe¢ime snadno — rovnobézné primky
jsou i ve volném rovnobéZzném promitini rovnobézné, riznobéznost zabezpeclime
tak, Ze pfimky £ a [ budou prochédzet jednim spole¢nym bodem.

Obrazek 1.1: Hledani prisec¢iku pfimky s rovinou
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Piiklad 1.1. Sestrojte fez krychle rovinou K LM.




Priklad 1.2. Sestrojte fez krychle rovinou K LM.




Ptiklad 1.3. Sestrojte fez krychle rovinou K LM.
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Piiklad 1.4. Sestrojte fez jehlanu rovinou K LM nebo rovinou danou bodem K a
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Piiklad 1.5. Sestrojte fez jehlanu rovinou K LM.




2 SHODNA ZOBRAZENI(

Priklad 2.1. Jsou dany tfi rizné soustfedné kruznice a, b a c. Sestrojte rovnostranny
trojuhelnik ABC tak, aby A leZel na a, B lezel naba C lezel na c.

2.1 Otoceni

Reseni. Zvolime vrchol A na a. Pro bod C pak plati, Ze je obrazem bodu B v otaéeni
se sttedem v A o thel 60° (nebo —60°). ProtoZe obecné obraz bodu X, ktery leZi na
mnoziné M, lezi na obrazu mnoziny M, bude bod C - obraz bodu B - leZet na na
zobrazené mnoziné b. Proto oto¢ime kruznici b kolem stfedu A o thel 60°, nalezneme
pruseciky této otocené kruzZnice s kruznici ¢ a tyto pruseciky jsou mozné vrcholy C.
Vrcholy B pak nalezneme otocenim zpét.

Obrazek 2.1: Konstrukce k prfikladu 2.1



Piiklad 2.2. Je dén bod A a dvé rizné soustfedné kruznice b a c. Sestrojte rovno-
stranny trojuhelnik ABC tak, aby B leZzel na b a C' leZel na c.

Reseni. Ziejmé — je to zvoleny bod A v pfedchozim feSeni.

Priklad 2.3. Je dana pfimka p a bod X. Na pfimce a je libovolné dan bod S. Uvazujme
bod Y — obraz bodu X v otdceni se sttedem v bodé S o thel a. DokaZte, Ze mnoZina
vsech bodli Y je primka.

Obrazek 2.2: Konstrukce k dukazu 2.3

Reseni. Na pifmce p jisté lezi bod S pro ktery plati, Ze piimka S, X svira s pfimkou
p pravé uhel a. Zvolme tento bod S;, obraz bodu X v otoceni se sttedem v S o thel
a ozna¢me Y;. Zvolme dale na p libovolny bod S2, obraz bodu X v otoceni se sttedem
v S 0 thel a ozna¢me Y5. Trojuhelniky XS;Y] a X S5Y5 jsou oba rovnoramenné s vniti-
nim thlem pfi hlavnim vrcholu rovnym «. Proto jsou podobné. Z této podobnosti
vyplyva, Ze a maji shodné i vnitfni thly pfi zdkladné — ozna¢me je 3, proto jsou
shodné i thly <51XS2 a <Y1 XYs. Z podobnosti trojuhelnikd XS1Y; a XSoY, dale
plyne rovnost poméru |XYi| : |S1X]| = |XYa| : |S2X]| (délka zdkladny k délce ra-
mena), proto jsou podobné trojuhelniky S;XS; a Y1 XY podle véty sus o podob-
nosti trojuhelniki. Odtud plyne, Ze velikost thlu <XY1Y> se rovna velikosti thlu
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<X 5152 = a. Zvolime-li na pfimce p dalsi bod 53, stejnym postupem ukdZeme, Ze i
velikost thlu <XY1Y3 se rovna a. Body Y7, Y5 a Y3 tedy lezi na pfimce. Diikaz je hotov.

Podobné bychom mohli postupovat, kdybychom zvolili bod Sy mimo pfimku p
a chtéli ukézat, Ze mnoZina obrazi bodi X ve stfedovych soumérnostech se stredy
ve vSech bodech trojuhelniku 515254 je trojuhelnik Y;Y2Ys s trojuhelnikem S;525;
podobny. Vedli bychom pfimku m = 5154 a obdobné ukazali, Ze mnozina vsech ob-
razl bodl X ve stfedovych soumérnostech se stfedy na pfimce m je ptimka r, kterd
s m svira ahel v, stejny thel, jako svird pfimka ¢ s pfimkou p. Odchylka pfimek
p a m, ozna¢me ji 9, se tak musi rovnat odchylce pfimek ¢ a » (v obrazku vidime, zZe
v+d+€ = 180° bod 5 je prusecikem primek m a p, bod Y] proto musi byt prisecikem
pfimek ¢ a r). Odtud uz bezprostfedné vyplyne, Ze trojuhelniky 51525, a Y1Y2Y) jsou
podobné, protoze koeficient k podobnosti je pomér délek zakladny a ramena rovno-
ramenného trojuhelniku s vnitfnim thlem pfi hlavnim vrcholu o velikosti «, tedy
k = 2-sin §, nezdvisi tedy na volbé stfedu otadceni, tedy na volbé bodu S.

Obrazek 2.3: Konstrukce k diikazu z prikladu 2.3
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K fesitelnosti tlohy:

Obrézek 2.4: Resitelnost obecné

Uloha mé feseni (pro obecny thel o), kdyZ bude bod A zvolen na tseéce A;As. Na
obrazku jsou pak nakresleny krajni polohy oto¢enych kruznic b, pro které ma dloha
vZdy jedno feseni. Z podobnosti, kterou jsme odvodili v pfedchozim diikaze plyne,
Ze trojuhelniky X A1 A3 a X L1Ls jsou podobné, koeficient podobnosti je & = 2 - sin §.
Geometricky tedy usecku A;Az najdeme tak, Ze najdeme mezni polohy kruznic b; a
by a sestrojime trojuhelnik X A; A; podobny s trojahelnikem X L Ly tak, aby zdkladna
A1 Aj lezela na a. Vypocet trigonometricky pomoci této podobnosti.

V nasem konkrétnim pripadé¢, kdy ma thel otdceni velikost 60°, je podobnost shod-
nosti, proto A; Ay = L1Ly a vzdalenost [aX| = |¢X|. Konstrukce: Sestrojime kruznice
by a by, které maji stfed na primce g a maji s kruznici ¢ vnéjsi dotyk. Jejich stfedy jsou
body L; a Lo. Usecku LiLsy pfeneseme na pfimku a (ziskdme hledanou tsecku A; A»)
tak, aby stfed usecky A; Az byl patou kolmice spusténé z bodu X na primku a.
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Obrazek 2.5: Situace v pfipadé a = 60°

Poznamenejme, Ze pfi otd¢eni opa¢nym smérem bude situace identick4, jen pfimka
g bude leZet vlevo od kruzZnic b a ¢. Ziskdme tutéz usecku Ay As. Ddle muzZeme fici,
Ze pro nalezeni tsecky A; As byla konstrukce pfimky ¢ zbyte¢na, bylo mozné nalézt
body L; a L, pfimo na pfimce a — byly by to pfimo body A4; a A;. Délku tsecky A; A,
uréime jako dvojndsobek délky usecky PA,, kterou vypocitdime pomoci Pythagorovy
véty v pravouihlém trojuhelniku X PAs. | X P|je dana délka ze zadani (urc¢uje umisténi
pfimky a vzhledem ke kruZnicim b a ¢) a |[XAs| ma délku rovnu souctu poloméri
kruznic ba c.

Piiklad 2.4. Na strandch trojuhelnika ABC jsou vné sestrojeny rovnostranné troj-
uhelniky A;CB, BjAC a ACB. Dokazte, Zze |AA | = |BB1| = |CC4]|.

Reseni. Pii ototeni se sttedem C o tihel 60° v zdporném smyslu se bod A zobrazi na
bod B; a bod A; na bod B. Usecka AA; se proto zobrazi na usecku B;B. Ddle pfi
otoceni se sttedem A o thlem 60° v zdporném smyslu se bod B zobrazi na bod
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a bod B; na bod C. Use¢ka BB se tedy zobrazi pfi tomto otoceni na tusecku C,C.
Odsud jiz vyplyvd, ze |AA;| = |BBy| = |CCY].

Ay

By

Ch

Obrazek 2.6: Konstrukce k ptikladu 2.4

2.2 Stredova soumérnost

Piiklad 2.5. Sestrojte trojuhelnik ABC, je-li dano t,, my a m., kde m; je mnoZina
(podminka) pro bod B a m. je mnozina (podminka) pro bod C.

Regeni. Mozny postup reSeni: Umistime téznici ¢, (dsecku AS,, S, oznac¢ime stred
strany BC), dale sestrojime mnozinu m; a mnozZinu m. — podle podminek ulohy.
Protoze je S, stfed strany BC, je bod C obrazem bodu B ve stfedové soumérnosti
se sttedem pravé v S,. Je zfejmé, Ze pokud bod X lezi na mnozZiné M, leZi jeho obraz
v libovolném zobrazeni na obrazu mnozZiny M v tomto zobrazeni. Proto lezi bod B -
obraz bodu C na obrazu mnozZiny m; v uvaZované sttedové soumeérnosti se sttedem
v bodé S,. Sestrojime tedy tento obraz mnoziny m;, nalezneme jeho spole¢né body
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s mnozinou m, a tyto spole¢né body jsou body C' - vrcholy trojuhelniku ABC. Od-
povidajici vrcholy pak najdeme snadno tak, Ze pouZijeme S, jako stfed strany BC.
Resitelnost ulohy zavisi na po¢tu bodi C.

Priklad 2.6. Sestrojte trojuhelnik ABC), je-li ddno
* ta, tp @ te. my je pak kruznice k(7T %tb), m. je pak kruznice (7, %tc).

* tq, tp @ 7. my je pak kruznice k(7 %tb), m. je mnoZina vSech bodua X, ze kterych je
vidét usecku AS, pod thlem 7 — oblouk.

* tq, B a~y. myje pak mnozZina vSech bodt X, ze kterych je vidét asecku AS, pod
thlem S — oblouk, m. je mnozina vSech bodt Y, ze kterych je vidét asecku AS,
pod thlem v — druhy oblouk.

* tq, tp @ vp. my je pak kruznice k(T 2tp), m. je te¢na ke kruznici I(Sq, 3v,) vedend
bodem A - bod S, mé od strany b polovi¢ni vzdalenost nez bod B.

* tq, B a vp. my je pak mnozina vSech bodt X, ze kterych je vidét usecku AS, pod
thlem g — oblouk, m. je te¢na ke kruznici (.S, %vb) vedena bodem A —bod S, ma
od strany b polovi¢ni vzdalenost nez bod B.

* ta, Uy @ Ve. My je teCna ke kruznici k(S,, %vb) vedend bodem A — bod S, ma od
strany b polovi¢ni vzdalenost neZ bod B, m. je te¢na ke kruznici I(S,, %vc) vedend
bodem A - bod S, ma od strany ¢ polovi¢ni vzdalenost nez bod C.

Priklad 2.7. Sestrojte rovnobéznik ABCD, je-li ddno |AS| (S je stted BC), v, (vyska
na usecku AB), |AC|.

Reseni. Zde sestrojime nejdiive trojuhelnik ABC, kde vychdzime z jeho ,téznice”
ASp, jedna z mnozin je pak te¢na ke kruznici k(Sj, 3v,) vedend bodem A — bod S
ma od strany AB polovi¢ni vzddlenost nez bod C, druhd z mnoZin je pak kruZnice
[(A,|ACY). Vrchol D najdeme pomoci rovnobéznosti.

Piiklad 2.8. Sestrojte lichobéznik ABCD, AB || CD, je-li dano |C'S,] (S, je stied AB),
velikost ostrého thlu <CAB, §a .

15



Reseni. Nejdiive sestrojime trojuhelnik ABC, kde zname té7nici a dva vnitini thly
— za¢neme téZnici, mnoZiny, jejichZ spole¢né body po zobrazeni budeme hledat jsou
oblouky urc¢ené vnitinimi thly g a <CAB, vrchol D pak snadno najdeme pomoci
rovnobézky s AB vedené bodem C' a napf. pomoci polopfimky vedené bodem A,
ktera s AB svira uhel 180° — ¢.

Priklad 2.9. Sestrojte ¢tyruhelnik ABCD, je-li dano |ASy| (Sy je stied BC'), |ASe| (Se
je stted C'D), S5, 0 a velikost thlu € = <SS, AS..

Obrazek 2.7: Konstrukce k ptikladu 2.9

Reseni. Nejdiive sestrojime trojuhelnik S, AS, podle véty sus. Vrchol D lezi na mnoziné
M vsech bodt X, ze kterych je tisecka AS, vidét pod thlem § (oblouk), vrchol B lezi
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na mnoziné N vsech bodu Y, ze kterych je usecka AS, vidét pod thlem g (oblouk).
Vrchol C pak lezi na zobrazené mnoziné M ve stfedové soumeérnosti se stfedem S,
a na zobrazené mnoziné N ve stfedové soumérnosti se sttedem S5, (tedy v priniku
téchto obrazt). Vrcholy B a D pak snadno najdeme pomoci poloptimek C'Sy a C'S..

Na obrazku je sestrojeno pouze jedno ze Ctyt feseni. Je tfeba vykreslit obé dvojice
oblouk, zobrazené dvojice obloukt pak budou mit az ¢tyfi spole¢né body.

Piiklad 2.10. Jsou dany dvé soustfedné kruznice k; a ky. Sestrojte pfimku [/, na které
tyto kruznice vytinaji tfi shodné asecky.

Re$eni. Ozna¢me r; polomér kruZnice ki a ry polomér kruznice ks. Necht je pro jed-
noznacnost 7 < 2. Zvolime na kruznici k; libovolny bod X. Bud k’; obraz kruZnice
k1 pti symetrii se sttedem X a Y prisecik kruznic £/; a ko.

Ukazeme, Ze XY je hledand pfimka [. Ozna¢me P # X prisecik primky XY
s kruZnici k1, @ # Y prusecik pfimky XY s kruznici kg a O stfed asecky Y@, a tedy i
usecky X P (tedy |YO| = |QO| A |PO| = | XO|). Bod Y je symetricky s bodem P podle
sttedu X (tedy |XY| = |XP|). Odsud dostavame, Ze |QO| — |PO| = |YO| — | XO|, to
znamena, Ze | XY | = |QP|, atedy |[YX| = |XP| = |PQ)|.

Obrazek 2.8: Konstrukce k prikladu 2.10
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2.3 Osova soumérnost

Priklad 2.11. Jsou dény tfi pfimky /4, 2 a I3, které se protinaji v jednom bod¢, a bod
Aj lezici na pfimce [y. Sestrojte trojuhelnik ABC tak, aby bod A; byl stfedem jeho
strany BC a ptimky [y, l2 a [3 byly osami jeho stran.

P Y253

D2

Obrazek 2.9: Konstrukce k prikladu 2.11

Reseni. Bodem A; ved'me ptimku p, ktera je na [; kolma. Bud' p, pfimka, kterd je
osové soumérnd s piimkou p podle p¥imky lo. Bud p3 pfimka, ktera je osové soumérna
s pfimkou p podle pfimky I3. Vrchol A hledaného trojuhelnika ABC je priise¢ikem
pfimek ps a p3. Body B a C pak lezi na pfimce p, pficemz B je osové soumérny s bodem
A podle ptimky I> a bod C'je osové soumérny s bodem A podle pfimky /3.

Priklad 2.12. Je ddna pfimka M N a dva body A a B lezici v jedné poloroviné vzhle-
dem k M N. Sestrojte na pfimce M N bod X tak, aby |[<AX M| = 2|<BXN|.

Reseni. Piedpokladejme, Ze je bod X sestrojen. Bud B’ bod, ktery je osové soumérny
s bodem B podle primky MN. Kruznice se sttedem B’ a polomérem |AB’| protina
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ptimku MN v bodé A’. Bud O stied use¢ky AA’. Piimka B'O je tedy osou uhlu

<AB'A’. Potom ale také B’X musi byt osou thlu <AB'A’, nebot plati J|<AXM| =

|<MXO| = |<B'XN|=|<BXN|.Odsud pfimo plyne rovnost |[<AX M| = 2|<BXN]|.
Bod X tedy nalezneme jako prusecik ptimek B'O a M N, kde O je stted tsecky AA'.

Obrazek 2.10: Konstrukce k ptikladu 2.12

2.4 Posunuti

Piiklad 2.13. Je ddna tsecka AB, kruznice k a pfimka p. Sestrojte rovnobéznik ABCD,

aby bod C'leZel na kruznici k£ a bod D na pfimce p. (Je ddn vektor posunuti — soucast
atvaru)

Reseni. Vrchol C obdélniku ABC'D mé leZet na k, vrchol D maé leZet na p. ProtoZe
v obdélniku plati CD||AB a |AB| = |CD|, mZeme uvazovat posunuti, ve kterém je
bod A obrazem bodu B, a tedy bod D je obrazem bodu C. Zobrazime tedy v tomto
posunuti kruznici k, ziskdme kruZnici £/, mnozinu bodd, na které lezi bod ¢’/ = D.
Bod D je prusecikem kruznice &’ a pfimky p. Bod C' nalezneme posunutim zpét.
Obecné je mozné uvazovat dvé posunuti, jedno dané vektorem AB a druhé dané
vektorem BA. V obou posunutich mohou mit pfimka p s kruznici &’ spole¢né body.
Jen v jednom pripadé jde ale o rovnobéznik ABCD, ve druhém pripadé o uzavienou
lomenou ¢aru ABCD, kterd se protina (resp. rovnobéznik je ABDC). Aby $lo o rov-

19



nobéznik ABCD, je v naSem ptipadé uvaZovano posunuti dané vektorem BA.

Obrazek 2.11: Konstrukce k prikladu 2.13

Piiklad 2.14. Je ddna tsecka XY, pfimka p a kruZznice k. Sestrojte ctverec ABC'D tak,
aby bod C' lezel na kruznici k, bod D lezel na pfimce p a strana C'D byla rovnobézna
s useCckou XY a méla délku rovnu | XY|. (Je dan vektor posunuti — mimo utvar)

Reseni. Resenf je analogické s tilohou 2.3. Opét uvazujeme posunuti, ve kterém je
bod C vzorem bodu D, najdeme tedy obraz &’ kruznice k v tomto posunuti a priseciky
k''s p. Ziskame tak vrchol D &tverce, posunutim zpét pak vrchol C. Ctverec ABCD
sestrojime pomoci kolmic a zndmé délky strany.

Opét musime uvazovat dvé moznd posunuti, jedno je dano vektorem XY, druhé
vektorem YX. V obou posunutich mtze mit kruznice ¥’ s pfimkou p spole¢né body,
kazdy spole¢ny bod — vrchol D hledaného ¢tverce — urcuje dvé feSeni, celkem muze
byt aZ osm feSeni.
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Obrazek 2.12: Konstrukce k prikladu 2.14

Piiklad 2.15. Je dana tsecka XY, pfimka p a kruznice k. Sestrojte ctverec ABC'D tak,
aby bod C' leZel na kruznici k, bod D leZel na pfimce p a néktera z jeho uhlopricek
byla rovnobézna s tseckou XY a méla délku rovnu |XY|. (Je ddn vektor posunuti,
musim ho odhalit).
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Obrézek 2.13: Konstrukce k ptikladu 2.15

Reseni. Reseni tlohy je obdobné jako feseni uloh predchozich. UvaZujeme posu-
nuti, ve kterém je vrchol C' vzorem vrcholu D, najdeme tedy opét obraz k’ kruznice
k v tomto posunuti a pruse¢iky k' s p. Vektor posunuti ov§em neni na prvni po-
hled zfejmy. Ma-li totiz byt XY rovnobézna a stejné dlouha jako thlopricka ¢tverce
ABCD, bude smér posunuti s tseckou XY svirat thel 45° a bude mit délku strany
¢tverce, v némz je XY uhloprickou. Sestrojme tedy nejdiive takovy pomocny ¢tverec
(nebo jeho jeden vrchol Z). Musime pak uvazovat ¢tyfi posunuti, kterd jsou dana vek-
tory XZ, ZX, YZ a ZY. Je mozZnych azZ 16 feseni — kazda zobrazena kruZnice mtiZe
protnout pfimku p ve dvou bodech D a kazdy z téchto bodu je vrcholem dvou hle-
danych Ctvercd. V situaci na obrazku je osm moznych feseni, zakreslena jsou jen
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Ctyti, pro zbyvajici Ctyfi jsou narysovany jen usecky CD.

Obrazek 2.14: Konstrukce k prikladu 2.16

Priklad 2.16. Je ddna prfimka ¢, bod B na ¢, pfimka p a kruznice k. Sestrojte rov-
nobéznik ABCD tak, aby bod A lezel na pfimce ¢, bod C' na p a bod D na k. (Je dan
vektor posunuti, jenom smér.)

Reseni. Uloha je analogicka s tlohou 2.13, jen diskuze je obsaznéjsi. Bod A zvolime
na pfimce ¢ a uvaZzujeme posunuti dané vektorem BA, ve kterém zobrazime kruznici
k, najdeme pruniky kruznice k' s pfimkou p a sestrojime rovnobéznik. Bude vsak
tfeba stanovit podminky pro to, aby kruznice &’ méla s pfimkou p spole¢né body.

Na obréazku jsou sestrojeny kruznice £’ a k”, které maji s pfimkou p jeden spole¢ny
bod. Konstrukéné tak najdeme body A; a As. Bod A je bodem tsecky A; Az, aby méla
tloha reseni.

Vypoc¢tem uréime délku tusecky A;As; pomoci podobnosti trojahelnikt S'QFP’ a
SPQ. Délka usetky S’P’ se rovnd poloméru dané kruznice k, délka tusecky SP je
dand vzdélenost stfedu S od pfrimky p — obé tyto hodnoty, stejné jako velikost thlu o
plynou ze zadani.

Priklad 2.17. Je ddna pfimka ¢, pfimka p a kruznice k. Sestrojte ¢tverec ABCD tak,
aby bod C' lezel na kruznici k, bod D lezel na pfimce p a CD byla rovnobézna s
pfimkou XY (Je dan vektor posunuti, jenom smér.)

Res$eni. Analogické s pfedchozi tlohou, diskuze o fesitelnosti také.
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Piiklad 2.18. Je ddna pfimka ¢, pfimka p, kruznice k£ a bod D na pfimce p. Sestrojte
¢tverec ABC'D tak, aby bod C' lezel na kruznici k a C'D byla rovnobézna s primkou g.
(Je dan vektor posunuti, jenom smér, délku je tfeba urcit.)

Reseni. UvaZujeme posunuti, které je ddno vektorem rovnobéznym s piimkou ¢. Je
tfeba urcit délku tohoto vektoru. V tomto posunuti ma byt bod C kruznice k vzo-
rem bodu D. Proto vedeme bodem D pfimku rovnobéznou s pfimkou ¢, najdeme jeji
priseliky s kruznici k a ziskdme tak body C. Ctverec dokon¢ime pomoci kolmic a
délky strany. Jsou mozna nejvyse Ctyri feseni — viz obrazek.

Bll

Obrazek 2.15: Konstrukce k ptikladu 2.18

Piiklad 2.19. Je dan bod B, tsecka XY, pfimka p a kruZnice k. Sestrojte rovnobéznik
ABCD tak, aby |AB| = | XY, bod C lezel na p a bod D na k. (Je dan vektor posunuti,
jenom délka)
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Reseni. Uloha je analogicka s tlohou 2.13. Zvolime bod A ve vzdalenosti d = |XY|.
Pak uvaZujeme posunuti dané vektorem BA. Je tfeba diskutovat resitelnost tlohy.

Uloha bude mit fe$eni pravé tehdy, kdy# bude mit kruZnice k' — obraz kruZnice &
v uvaZovaném posunuti — spole¢ny bod s primkou p.

Na obrazku jsou nakresleny mezni polohy posunuté kruznice &, pro které ma tiloha
feSeni. V naSem piipadé bude mit aloha rfeSeni pro ta posunuti, jejichz vektory lezi
»mezi“ vektory BA3 a BA;. Smér ur¢ime jako odchylku vektoru od pfimky p. Mezni
thly jsou S5’S” a §5”S’. Konstruk¢né tedy budeme postupovat tak, Ze nalezneme
sttedy S" a S” jako pruseciky pfimky, kterd ma od p vzdalenost rovnu poloméru r
dané kruzZnice k a kruznice, kterd ma stfted S a polomér d. Po¢etné budeme postupo-
vat tak, Ze uréime vnitini ahly pfi zdkladné v rovnoramenném trojihelniku S5’S”
s ramenem délky d a vyskou w — r, kde w je vzdalenost stfedu S od pfimky p. Obecné
muZe byt dalsi mezni pozici kruznice &’ kruznice, kterd se dotyka primky p v opa¢né
poloroviné, nez lezi bod S. Pak budeme fesit dal$i rovnoramenny trojuhelnik s ra-
meny d, ktery bude bude mit vysku w + 7.

Ay

Obrazek 2.16: Konstrukce k ptikladu 2.19
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Piiklad 2.20. Je dén bod A, tsecka XY, pfimka p a kruZnice k. Sestrojte Ctverec
ABCD tak, aby |AB| = |XY|, bod C lezel na p a bod D na k. (Je dan vektor posu-
nuti, jenom délka)

Reseni. Uloha je zcela analogické s piedchozi tlohou.

Piiklad 2.21. Je ddna usec¢ka XY, pfimka p a kruZnice k. Sestrojte ¢tverec ABCD tak,
aby |AB| = | XY, bod D lezel na p, bod C na k a stfed strany AB lezel na pfimce p. (Je
dan vektor posunuti, jenom délka, smér je tieba zjistit).

Obrazek 2.17: Konstrukce k prikladu 2.21

Reseni. Je-li M stied strany AB, musi tse¢ka C'M leZet na piimce p, proto strana C'D
svird s pfimkou p thel rovny thlu MCD. Smér posunuti je tedy smér primky, kterd
svira s ptfimkou p thel MCD.

Sestrojime tedy tento thel «, preneseme jej k pfimce p a zobrazime kruznici k
v posunuti ur¢eném témito vektory (s délkou | XY|). Praseciky kruznice &’ s pfimkou
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p jsou body D, body C ziskdme posunutim zpét a ¢tverec dokonéime pomoci kolmic
a znamé délky strany.

Musime uvazovat ¢tyfi vektory posunuti, kazdd posunutéd kruznice muizZe mit dva
priseciky s primkou p, je tedy aZ osm mozZnych feseni. V nasem piipadé ma uloha
Ctyfi feSeni, sestrojena jsou feSeni pro kruznici &'

Priklad 2.22. Sestrojte lichobéZznik ABC'D, AB||CD, jestlize je dano |AB|, |CD|, veli-
kost thlu ACB a velikost thlu ADB. (Nepolohova tloha, vektor je dén.)

Obrazek 2.18: Konstrukce k ptikladu 2.22

Regeni. Stranu AB mame dénu, ddle mame ddnu mnozinu [ — oblouk — mnoZinu
vSech bodt C, pro které plati, Ze thel ACB ma danou velikost, podobné mame danu
mnozZinu k — oblouk — mnozinu vsech bodu C, pro které plati, Ze thel AC'B ma danou
velikost.

UvaZzujme posunuti, ve kterém je obrazem bodu D bod C. Toto posunuti je ddno
vektorem, ktery je rovnobézny se zdkladnami lichobéZniku a ktery ma délku rovnu
|C'D|. Zobrazime tedy v tomto posunuti mnozZinu vsech bod@i D - oblouk %k — a na-
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lezneme prusecik oblouku £’ s mnoZinou I. Tim ziskdme bod C, bod D pak najdeme
posunutim zpét.

Piiklad 2.23. Sestrojte lichobéznik ABC'D, AB||CD, jestlize je dano |AB|, |CD|, veli-
kost uhlu ACB a |AD|. (Nepolohova uloha, vektor je dan)

Reseni. Analogicky s pfedchozi tlohou, misto oblouku % je ddna kruznice k(A, |AD)).

Priklad 2.24. Sestrojte lichobéznik ABC'D, AB||CD, jestlize je dano |AB|, |C'D|, veli-
kost thlu ACB a |BD|. (Nepolohové uloha, vektor je dan.)

Reseni. Analogicky s tlohou 2.22, misto oblouku % je dana kruznice k(B, |BD|).

Piiklad 2.25. Sestrojte pétiuhelnik ABC'DE, jsou-li ddny délky jeho stran AB, CD a
DE, velkosti thld ACB a AEB a odchylky ptimek C'D od AB a DE od AB. (Nepolo-
hovéd, dvé posunuti, vektory jsou ddny).

7
/
!/
K

Obrazek 2.19: Konstrukce z ptikladu 2.25
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Reseni. Mame danu stranu AB, pro vrchol C' mnozinu boddt, na které lezi (oblouk
k — mnozinu vsech bodud C, pro které ma uhel AC'B danou velikost) a pro vrchol £
rovnéZ oblouk [ dany dhlem AEB.

Dale mtizeme uvazit posunuti, které je ddno vektorem C'D a posunuti, které je
déno vektorem ED. Tato posunuti mame zaddna, protoze zndme délky vektora (délky
stran CD a ED) i sméry vektort (odchylky pfimek CD a DE od pfimky AB).

Zobrazime-li tedy v posunuti, které je ddno vektorem C'D oblouk £, ziskdme mno-
Zinu K/, na které leZi bod D. Zobrazime-li dile v posunuti, které je ddno vektorem ED
oblouk [, ziskdme mnoZinu !/, na které lezi bod D. Bod D tedy leZi v priniku mnoZzin
k" al'. Zbyvajici vrcholy nalezneme posunutim zpét.

V nasem konkrétnim pripadé jsou ctyfi pruseciky D, pouze v jednom piipadé
jde ale o mnohotuhelnik, v ostatnich pfipadech je ABCDEA lomena céra, kterd se
protina.

Piiklad 2.26. Sestrojte obdélnik ABCD, jestlize je ddno |BX]| , kde X je bod strany

AB, |BY| a |DY]|, kde Y je bod strany CD, |DZ| a |XZ|, kde Z je bod strany AD
obdélniku ABCD. (Nepolohovd, dvé posunuti, vektory jsou dany).

Obrazek 2.20: Konstrukce z ptikladu 2.26
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Reseni. Uloha je obdobna jako tloha ptredchozi. Sestrojime pétithelnik XBY DZ a
pak mu ,,opiSeme” obdélnik. V tomto pétithelniku zndme stranu X B, mnozinu bodu
pro vrchol Y (kruznice k — délka strany BY'), mnozinu bodt pro bod Z (kruznice [ —
délka strany X 7) a maZeme uvazZovat posunuti, ve kterych je bod D obrazem nejdfive
bodu Y - délka je dana délkou strany DY, smér je rovnobézny s BX, a podruhé
bodu Z - délka je ddna délkou strany DZ a smér je kolmy na BX. Nalezneme bod D
jako prisecik posunutych kruznic a posunutim zpét ziskdme body Y a Z. Nakonec
narysujeme obdéInik. Uloha bude mit nejvyse dvé feseni, protoZe kruznice &’ a I’ maji
nejvyse dva praseciky. V nasem konkrétnim pripadé druhy bod D zjevné neurcuje
obdélnik.

Piiklad 2.27. Jsou dany kruznice k a [, pfimka p a tsecka délky d. Sestrojte primku
q||p tak, aby soucet délek tétiv, které ¢ vytne v kruznicich & a [, byl roven d.

N
[N]|sH

Q

Obrazek 2.21: Konstrukce z prikladu 2.27
Reseni. Ozna¢me X, Y, Z a U pruseliky hledané pifmky ¢ s kruznicemi (podle
obrazku). Uvazme posunuti, které je ddno vektorem rovnobéznym s primkou p ta-

kové, ze obraz bodu Z splyne s bodem Y. Pak md use¢ka XU’ délku pravé d (| XY| +
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|ZU| = d). Spustime-li nyni kolmice ze stfedt kruznic [ a k' k pfimce p a ozna¢ime-li
paty téchto kolmic P a ), m4 usetka PQ délku rovnu 1.

Pti konstrukci tedy spustime k pfimce p kolmici z bodu L, nalezneme na pfimce p
bod @ ve vzdalenosti g, vztyéime z néj kolmici k pfimce p a nalezneme stfed posunuté
kruznice k. Prase¢ikem kruznic k" a [ pak vedeme ptimku rovnobéznou s pfimkou p
— to je hledana primka gq.

Je nepodstatné, na kterou stranu od bodu P sestrojime bod @), pfimka ¢ bude tataz.
Jsou ale mozna dvé feseni, protoZe kruznice k£’ a | mohou mit dva spole¢né body.

Obrézek 2.22: Konstrukce z prikladu 2.29

Piiklad 2.28. Jsou dany kruznice k a [, pfimka p a tsecka délky d. Sestrojte primku
q||p tak, aby rozdil délek tétiv, které ¢ vytne v kruznicich k a [, byl roven d.

Reseni. Uloha je analogicka s pfedchozi tlohou, jen kruznici k posuneme tak, aby
bod Y splynul s bodem U".

Priklad 2.29. Jsou dany kruznice k a [ a pfimka p. Sestrojte primku ¢||p tak, aby tétivy,
které ¢ vytne v kruznicich % a [, byly shodné.
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Reseni. Uloha je obdobné jako dvé piedchozi. Posuneme-li kruznici k tak, Ze jeji stied
bude leZet na kolmici spusténé z bodu L k pfimce p, bude spole¢nd tétiva kruznic &’
a [ rovnobénd s ptimkou p. Hledana piimka ¢ pak obsahuje tuto tétivu. Uloha mé
feseni pravé tehdy, kdyZ maji kruznice £’ a [ dva spole¢né body.
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3 STesnoLeHLOST S

Ptiklad 3.1. Je ddna kruZnice k a jeji vnitfni bod M. Sestrojte tétivu XY kruznice k,

kterou bod M déli na useky, jejichZ délky jsou v poméru 2 : 3. (Je dan stfed i koeficient
stejnolehlosti.)

Reseni. Uvazujme stejnolehlost se sttedem M, ve které je bod X vzorem bodu Y.
Koeficient této stejnolehlosti je ddn pomérem délek tsekt M X a MY. Zobrazime-li
tedy kruznici & (lezi na ni bod X) v této stejnolehlosti, bude bod Y leZet na zobrazené
kruznici k. ProtoZze md zéroven leZet na k, je bod Y prusecikem kruznic k a £. Jsou
obecné az dvé feSeni — miZeme uvazovat dvé stejnolehlosti, jednu s koeficientem —2
a druhou s koeficientem —3, ale fesenf splyvaji.

Obrazek 3.1: Konstrukce z ptikladu 3.1

Ptiklad 3.2. Je ddn ¢tverec ABCD a tsecka XY, kde X je bod strany AB a bod Y
je bod strany BC. Naleznéte body Z a U tak, aby Z lezel na ptimce AB, U lezel na
ptimce BC, tse¢ka ZU byla rovnobézna s XY a aby |ZU| = 3 - | XY|. (Je dan stfed i
koeficient stejnolehlosti.)

Reseni. Usetky XY a ZU maji byt rovnobézné, proto existuje stejnolehlost, ve které
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je usecka ZU obrazem tusecky XY. Koeficient se rovna 3 nebo —3. Stiedem této stej-
nolehlosti je zfejmé bod B. Zobrazime proto tsecku XY v téchto stejnolehlostech.
Uloha ma pravé dvé fesent.

D C
Ur
/ Y

Zy A X

Us

Obrazek 3.2: Konstrukce z pfikladu 3.2

Piiklad 3.3. Je dan bod A, kruzZnice k a pfimka p, kterd prochazi bodem A. Se-
strojte rovnoramenny trojuhelnik ABC' s hlavnim vrcholem A tak, aby bod B lezel
na kruznici k£ a bod C na pfimce p a aby polomér kruznice opsané trojuhelniku ABC
se rovnal délce strany BC. (Je dan pouze stfed stejnolehlosti, koeficient je neznamy,
ale dany.)

Reseni. Uvazujme trojuhelnik AXY, jehoZ vrchol Y leZi na p a ktery méa polomér
kruznice opsané roven délce strany XY. Trojuhelnik ABC je s trojuhelnikem AXY
stejnolehly se stfedem stejnolehlosti v bodé A a s koeficientem & = |BC| : | XY|. Se-
strojme proto néjaky trojuhelnik AXY - sestrojime nejdfive libovolné v roviné rov-
nostranny trojuhelnik K'LS, osu o strany KL a kruznici m(S,|KL|), pak prase¢ik M
kruZnice m a osy o bude posledni vrchol trojuhelniku K' LM shodného s pomocnym
trojuhelnikem AXY. Pfeneseme tedy trojuhelnik K LM na pfimku p tak, aby M sply-
nul s A a L lezel na pfimce p. Bod B pak najdeme jako prisecik pfimky AK s kruznici
k —bod B je tak obrazem bodu K v uvaZované stejnolehlosti, vrchol C' pak najdeme
pomoci rovnobézky s tseckou K L vedenou bodem B. Pfimka AX muZe mit s kruznici
k dva pruseciky. Ddle je tfeba uvazovat Ctyfi mozna umisténi trojuhelniku AXY na
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Obrazek 3.3: Konstrukce z ptikladu 3.3

pfimku p, ziskdme tak dvé mozné primky AX (vzdy dvé a dvé splyvaji), proto mohou
byt az ¢tyfi reSeni ulohy.

Priklad 3.4. Jsou ddny body A, X a Y. Sestrojte ¢tverec ABCD tak, aby stfed strany
CD lezel na pfimce AY a X leZel na strané BC. (Je dan pouze stfed stejnolehlosti.)

Reseni. Oznalme S stfed strany CD. Trojuhelnik ADS je pravothly a jeho odvésny
maji délky v poméru 2 : 1. UvaZzujme libovolny pravouhly trojuhelnik AM N, kde M
lezi na tsecce AD a ktery md odvésny v tomto poméru. Uvazujeme-li pak ¢tverec
AMOP, kde N je stted MO, mame Ctverec stejnolehly se ¢tvercem ABCD podle
sttedu A. Stac¢i tedy bodem X vést rovnobézku s pfimkou AM — na této primce lezi
strana BC. Ctverec pak dokon¢ime pomoci kolmic. Existuji dvé mozné ptimky AM,
proto jsou mozna az dvé reseni. Konstrukci je zabezpeceno, Ze bod X lezi na pfimce
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BC, na jeho poloze ovsem zévisi, zda bude lezZet na strané BC.

Obrazek 3.4: Konstrukce z ptikladu 3.4

Priklad 3.5. Je ddna usecka BX a kruZnice k. Naleznéte na kruZnici k¥ bod Y a se-
strojte pravouhly trojuhelnik ABC's pravym tthlem pfi vrcholu C tak, aby bod A lezel
na pfimce BX, bod C lezel na pfimce AY a aby platilo, ze BC||XY a |BC| = 2|XY]|.
(Je dan pouze koeficient, stied je tfeba najit.)

Reseni. UvaZujme trojuhelnik AXY. Body B a C pak le#{ na jeho stranach AX a AY
a trojuhelniky AXY a ABC jsou stejnolehlé se sttedem stejnolehlosti ve vrcholu A
s koeficientem 2 . Nalezneme proto bod A na pfimce BX tak, aby [AB| = 2|AX]|.
Pak zobrazime kruznici k v uvaZzované stejnolehlosti — ziskdme kruznici £’. Vrchol
C najdeme jako prusecik kruznice &’ a Thaletovy kruzZnice nad primérem AB. Bod
Y pak najdeme jako prtsecik primky AC s kruzZnici k. Pocet feSeni zavisi na poctu
spole¢nych bodud kruznice k' a Thaletovy kruznice nad AB. Dale je tfeba uvazovat
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i stejnolehlost se zdpornym koeficientem, v ni by bod A lezZel na tise¢ce BX. Pro oba
koeficienty jsou mozna dvé feseni.

Obrazek 3.5: Konstrukce z ptikladu 3.5

Piiklad 3.6. Je ddna kruznice k, pfimka p a tisecka AD. Sestrojte lichobéznik ABCD,
AB||CD, jestlize |AB| : |CD| =5 : 3, tak, aby bod B lezel na p a bod C na k. (Je dan
pouze koeficient stejnolehlosti, stfed je tfeba najit.)

Reseni. Uvazujme bod S — pruse¢ik pfimek AD a BC. Bod S je stied stejnolehlosti
s koeficientem 3, ve které je usetka AB obrazem tsecky CD. Vrchol C je tedy vzorem
vrcholu B. Nalezneme tedy na pfimce AD bod S a zobrazime kruZnici k£ v této stej-
nolehlosti. Pak najdeme pruseéik ziskané kruznice £’ s ptimkou p. Tento prusecik je
vrchol B, vrchol C pak najdeme jako (odpovidajici) prisecik pfimky BS s kruznici k.
KdyZ bychom uvaZovali koeficient stejnolehlosti =2, dostali bychom uvedenou kon-
strukci uzavienou lomenou caru, ktera se protind — nikoli lichobéznik. Jsou tedy
mozna dvé reseni.
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Obrazek 3.6: Konstrukce z prikladu 3.6

Ptiklad 3.7. Jsou dany rznobézné piimky p a ¢ s pruse¢ikem B a kruznice k. Se-
strojte trojuhelnik ABC pro ktery plati, Ze A lezi na p, C lezi na ¢ a S, stfed strany
AC, lezi na k. (Je ddn pouze koeficient stejnolehlosti.)

Reseni. V trojuhelniku ABC plati, Ze A je stied stejnolehlosti s koeficientem 2, ve
kterém je bod S vzorem bodu C'. Zvolime-li tedy libovolné bod A na pfimce p, miZzeme
kruznici k zobrazit v této stejnolehlosti a priseciky zobrazené kruznice £’ s pfimkou ¢
jsou body C. Pro kazdou volbu bodu A mohou existovat dva body C. Je tedy tfeba dis-
kutovat, pro které volby bodu A néjaka feseni existuji a pro které nikoli. Na obrazku
jsou nakresleny kruznice £” a k", které maji stfedy na ptimce p’ a polomér roven
dvojnasobku poloméru kruznice k. Pfimka p’ — obraz pfimky p ve stejnolehlosti s ko-
eficientem — 1 a stfedem v bodé K — stfedu kruznice k (resp. ve stfedové soumérnosti
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se sttedem K) — je mnozina vSech stfedd kruznic k'. Je to tak proto, Ze bod K’ jsme
ziskali jako obraz bodu K ve stejnolehlosti s koeficientem 2 se stfedem v A. Jde
o kruznice, které se dotykaji pfimky ¢, proto jsou jejich stredy K” a K" obrazy
krajnich body usecky, jejiZ body jsou vsechny mozné body A hledanych trojuhelnika
ABC.

Obrazek 3.7: Konstrukce z ptikladu 3.7

Piiklad 3.8. Je ddn bod A, kruZnice k a ptimky p a g. Sestrojte trojuhelnik ABC, kde
B lezi na p, C lezi na q a BC||XY, kde X je priisecik strany AB s k a Y je prisecik
strany AC's k. (Je dan pouze stfed stejnolehlosti.)

Reseni. V trojahelniku ABC plati, Ze vrchol A je stiedem stejnolehlosti, ve které
je usecka XY vzorem usecky BC. Zobrazime-li tedy kruZnici & ve stejnolehlosti se
sttedem v A s libovolnym koeficientem vétSim nez 1 (tsecka XY ma leZet uvnitf
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trojuhelniku ABC), ziskdme vrchol B jako pruseéik &’ s p a vrchol C jako prusedik
k's ¢q. Kruznice k¥’ mizZe mit dva spole¢né body s ptimkou p a dva spole¢né body s
pfimkou ¢. Pocet feSeni zavisi na volbé koeficientu stejnolehlosti. Jestlize nebude mit
kruznice k' s nékterou z pfimek p a ¢ Zddny spole¢ny bod, tloha nebude mit feseni.
Nejmensi koeficient je takovy, pro ktery se bude kruznice &’ dotykat jedné z pfimek
paqasdruhou z nich bude mit dva spole¢né body.

Nalezeni této kruznice £’ je samostatna tloha vyuzivajici stejnolehlost. Mdme najit
kruznici ¥/, ktera je s kruznici k stejnolehla podle stfedu A a ktera se dotyka pfimky
q. Sestrojime-li te¢nu kruZnice k, ktera je rovnobézné s primkou ¢ a ozna¢ime-li bod
dotyku T, pak prtsecik 7" ptimky AT s pfimkou ¢ je bodem dotyku kruznice %’
s primkou ¢. Krajni koeficient stejnolehlosti je tedy koeficient, ktery je dan podilem
poloméra kruznic £’ a k (navic — kruznice ¥’ musi mit vétsi polomér nez k).

Obrazek 3.8: Konstrukce z prikladu 3.8

Piiklad 3.9. Je dan obdélnik ABCD, bod S a kruzZnice k. Sestrojte obdélnik LM N K
podobny s obdélnikem ABCD (podle potadi vrcholil) pro ktery plati, Ze M lezi na
kruznici k, LM||AB a S je prisecik uhlopficek obdélniku K LM N. (Stfed i koeficient
je tfeba najit.)

Reseni. Ozna¢me X priise¢ik thlopti¢ek obdélniku ABCD. Protoze maji byt obdél-
niky ABCD a KLMN podobné a s rovnobéZnymi stranami, existuje stejnolehlost,
ve které je jeden obrazem druhého. Stfed této stejnolehlosti musi lezet na primce
X S. Déle musi platit, Ze obrazem uhlopficky napt. BD je tsecka s BD rovnobéznd
prochazejici bodem X. Sestrojme proto bodem S pfimku p rovnobéZnou s primkou

BD a naleznéme prusecik pfimky p s kruznici k. Tento prusecik je obraz jednoho
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Obrazek 3.9: Konstrukce z ptikladu 3.9

z vrchold B nebo D —uvaZujme ddle, Ze bodu B - a je to tedy bod M. Prisecik pfimek
XS a BM je stfed uvaZované stejnolehlosti. Pomoci tohoto stfedu sestrojime zbyvajici
vrcholy obdélniku KLMN.

Pro ptipad, Ze bod B je vzorem bodu M mohou byt dvé feSeni — pfimka p muze
mit dva pruseciky s kruznici k. Budeme-li pracovat s bodem D, ziskdme tataz feSeni.

Priklad 3.10. Je ddna kruzZnice k, pfimka p a body X a Y. Sestrojte trojuhelnik ABC,
jestlize bod X déli stranu AC' v poméru 2 : 3, AX je kratsi usek, bod Y déli stranu BC
v poméru 3 : 4, BY je kratsi usek, bod A lezi na kruzZnici k£ a bod B lezi na pfimce p.
(Dvé stejnolehlosti, stredy i koeficienty jsou déany.)

Reseni. Bod C je obrazem bodu A ve stejnolehlosti se stiedem v bodé X a s koefici-
entem —3, proto lez{ na kruznici &/, kterd je obrazem kruZnice k v této stejnolehlosti.
Bod C je zéroveni obrazem bodu B ve stejnolehlosti s koeficientem —3, lez{ proto
na pfimce p/, kterd je obrazem pfimky p v této stejnolehlosti. Bod C' je prusecikem
primky p’ s kruznici ¥/, zbyvajici vrcholy nalezneme pomoci pfimek CX a CY a jejich
prisecikd s kruznici k a pfimkou p. Pocet feseni zavisi na poctu prisecika pfimky p’
a kruznice ¥’
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Obrazek 3.10: Konstrukce z ptikladu 3.10
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Siti rozumime rozvinuti povrchu télesa do roviny (je-li to mozné!). Uvédomme si, Ze
néktera télesa nelze do roviny rozvinout, napt. kouli. Prace se siti télesa je zajimava a
propojuje geometrické dovednosti naptiklad s vytvarnou vychovou, budeme-li lepit
modely. Tento text se vSak zaméfi na jiny problém — nejkratsi vzdalenost métrenou po
povrchu télesa. Ukazme si typické priklady.

Priklad 4.1. Je dana krychle ABCDEFGH a dva body K, L. K lezi na hrané AB, L
lezi ve sténé BCGF. Urcete nejkratsi drdhu z bodu K do bodu L po povrchu krychle.

H G
| E
E ; ol
Dbt---mmmme e 5 C
A * B
K

Reseni. PouZzijeme &ast sité krychle, ziejmé bude stacit predni a prava boéni sténa.
V rozvinuti téZ vyznac¢ime body K, L. K pfeneseni bodu L pouZijeme tsecky F X a
GY. Ty totiZ snadno preneseme do sité, nebot BY a CX vidime ve skute¢né velikosti.
V roviné je nejkratsi vzdalenost dvou bodd tsecka jimi urcena. Ta protne hranu BF
v bodé, ktery je oznacen Z. BZ muZeme opét prenést do priimétu krychle a médme
hledanou lomenou ¢éru.

Tento priklad ukazal zakladni myslenku téchto dloh. Na druhou stranu se jedna
o nejjednodussi mozny a lze si snadno predstavit, Ze pokud vysledna lomena cara
protne vice stén télesa, nemusi byt ze zacatku viibec jasné, které stény to jsou a také

jakou sit télesa pouzit.
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Obréazek 4.1: Pomocné tsecky F' X a GY.
F
L
Z
Y
B

Obrézek 4.2: Cast sité, vyznaten bod Z.
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Obrazek 4.3: Vysledna lomena cara.

Priklad 4.2. Je dan pravidelny Sestiboky jehlan ABCDEFV a na jeho plasti body K,
L.Plati: |AB| =4cm, v =8cm, X € AB, |AX|=3cm, K € XV, | XK|=2cm, Y € DE,
|IDY| = 1,5cm, L € YV, |VL| = 3cm. Urcete nejkratsi spojnici bodd K, L leZici na
plasti jehlanu.

Reseni. Ve volném rovnobézném promitani zobrazime pravidelny $estiboky jehlan
ABCDEFYV. Zvolime-li hranu AB rovnobézné s primétnou, miZeme snadno urcit
praméty bodt X, Y. Pro vyneseni bodl K, L uZijeme podobnych trojahelnik (prvni
mozny problém pro studenty). Sestrojime sit plasté jehlanu. Otdzka ovsem je, zda
hledand lomena cara ptjde pres sténu BCV nebo FAV? Nejjednodussi bude zku-
sit obé varianty. (Nékdy je to vidét ze zadani, jindy je komplikované to zdivodnit.
Proto tento experimentdlni pfistup.) V rozvinuti tedy zobrazime sténu DEV dvakrat
a porovhdme obé mozZnosti. Pfi zpétném odvozeni priseciki lomené ¢ary na hrany
jehlanu opét uzZijeme podobnosti trojuhelniki (tedy tlohu o déleni tsecky v daném
pomeéru).
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Y/

XI

Obrazek 4.4: Primét jehlanu ve volném rovnobézném promitani
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Obrazek 4.5: Sit plasté jehlanu
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Podivejme se nyni alesporn na jeden priklad tykajici se oblych téles.

Piiklad 4.3. UvaZujme rota¢ni vdlec o poloméru 1 a na ném elipticky fez. Do jaké
ktivky se rozvine tento fez pfi rozvinuti plasté vilce do roviny?

Reseni. Nacrt situace!

A

€

D

Q

Obrazek 4.6: Situace z prikladu 4.3

P14st rota¢niho vélce s polomérem jedna, jehoZ dolni podstava m4 stfed S a horni
S’, je obdélnik A’A"D"D’, ptitemz |D'D"| = 2r. Libovolny bod X elipsy fezu piejde
v rozvinuti do bodu X’ tak, Ze délka usecky A’'P’ je rovna délce kruhového oblouku
AP, ozna¢me ji z. Délka usecky X'P’je rovna délce tusecky X P a tu uréime z pravouhlého

17de skute¢né pouze o pfibliZzny obrazek, ktery netesi viditelnost a navic to nenf volné rovnobéZné promitani, ale volna axonome-
trie. (autor si toho je védom)
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trojuhelniku LPX.
y=|LP| tga |LP| =sinx

Tedy celkem

y=tga- -sinx.

ProtoZe tg « je pro dany fez konstantni probiha bod X po sinusoidé.

X/

B’ A

D/ C/ Dl/

Obrazek 4.7: Sit setiznutého valce

Poznamenejme, Ze v prfipadé obecného poloméru r vélce, dostaneme graf funkce
tga -sin 7, kde tg o je konstanta dana rovinou fezu.
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5 KRUHOVA INVERZE

Mobiova rovina je euklidovska rovina doplnéna o pravé jeden nevlastni bod M,
kterému rikdme Mobitiv bod. Timto bodem neprochédzi Zddné kruZnice a naopak jim
prochazi kazda primka roviny. V takto doplnéné roviné muizeme dobfe definovat
zobrazeni, které se nazyva kruhova inverze.

Méjme Mobiovu rovinu a v ni kruznici (S, 7). Kruhovou inverzi vzhledem ke
kruznici i rozumime nasledujici zobrazent:

1. Obrazem stfedu S kruznice i je bod M.
2. Obrazem bodu M je stfed S kruznice i.

3. Obrazem libovolného bodu X # S a X # M je bod X' lezici na poloptimce SX
tak, Ze plati

1SX] - |SX] = 2.

Poznamenejme, Ze

* je-li bod X’ obrazem bodu X, pak je i bod X obrazem bodu X’,
* body na kruznici i jsou samodruzZné,

* bod lezici uvnitf kruznice i se zobrazi na jeji vnéjsi bod a naopak.

Konstrukce obrazu X’ libovolného bodu X # S, X # M* a X ¢ i je zaloZena na
Euklidové vété o odvésné. Tato konstrukce je zndzornéna na nasledujicim obrazku
pro bod X, lezici vné kruznice .

Z bodu X sestrojime te¢nu kruZnice i, bod dotyku popiSeme 7. Z bodu 7 spustime
kolmici na pfimku X S, pata této kolmice je hledany obraz X’. Konstrukci lze pouzit

N7 7

téz v opa¢ném poradi pro konstrukci obrazu bodu lezictho uvnit# kruznice i.
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Obrazek 5.1: Konstrukce obrazu bodu X

Nyni si rozmysleme, jak budou vypadat obrazy pfimek v kruhové inverzi. Protoze
kazd4 primka prochdzi bodem M, musi obraz kazdé primky prochdzet bodem S.

Obrézek 5.2: Obraz pfimky p v kruhové inverzi

» Pfimka prochazejici bodem S se zobrazi sama na sebe.

* Se¢na kruznice ¢ (S ¢ i) se zobrazi na kruZnici uré¢enou bodem S a priiseciky
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s kruznici s.

 Tec¢na kruznice ¢ se zobrazi na kruZnici sestrojenou nad primeérem ST, kde T je

jeji bod dotyku.

* Vnéjsi pfimka se zobrazi na kruZnici uvnitf kruznice i, kterou nejsndze ur¢ime
jako Thaletovu kruznici nad SP’, kde P je pata kolmice spusténé z S na zobra-
zovanou pfimku.

Podobné si rozeberme, jak vypadd obraz kruznice k.

* S €k, klezi uvnitt i. Obrazem je pfimka, jejiZ konstrukce je zfejma z predeslého
obrazku.

* S € k, k ma vnitfni dotyk s i. Obrazem je te¢na kruznice i.

* S € k, k protina i ve dvou bodech. Obrazem je se¢na urcend pravé priseciky
kruzZnic k a 1.

* Obrazem kruznice, kterd neprochdazi stfedem je opét kruznice.

K typickym tloham na kruhovou inverzi patfi Apolloniovy tdlohy, tj. ilohy na
sestrojeni kruZnice, ktera je urcena tfemi podminkami. Podminkou se rozumi bod,
prfimka ¢i kruznice. Tyto tlohy 1ze najit v rdznych textech, proto zde uvedeme jen
jednu z nich.

Priklad 5.1. Jsou dany kruznice ki, k2, k3 prochdzeji jednim bodem M. Sestrojte
kruznici [, ktera se dotyka tfi zadanych kruznic.

Reseni. Zvolme kruznici i(M, ).
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Obrazek 5.3: Situace z prikladu 5.1

Zobrazme kruznice kq, ko, k3 v kruhové inverzi vzhledem ke kruznici .

Obréazek 5.4: Zobrazeni kruznic k1, k2 a k3 v kruhové inverzi

Obrazy kruznic k1, ka2, k3 jsou pfimky. Staci tedy sestrojit kruznice, které se dotykaji
danych pfimek. Tedy kruZnici vepsanou a pripsané trojuhelniku (v obrazku ¢arkované).
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Obrazek 5.5: Sestrojeni kruznice

Nakonec pouzijeme znovu kruhovou inverzi dostaneme hledana feseni.

Obrézek 5.6: Redenf ptikladu 5.1
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Jesté poznamenejme, Ze diskusi Apolléniovy ulohy lze najit napf. na http://is.
muni.cz/th/150476/prif_b/Bakalarska_prace.pdf. Mnohem zajimavéjsi (alespon
podle mého soudu) jsou ulohy s nepfistupnymi priise¢iky. Uved me na ukazku dvé
takové.

Priklad 5.2. Sestrojte kruznici k, kterd se dotyka pfimky ¢ v bodé 7" a prochazi nepri-
stupnym bodem V/, coz je prusecik riznobézek a, b.

Reseni. Uvazujme kruhovou inverzi vzhledem ke kruznici (T, 7). P¥fmKky a, b ptejdou
do kruznic o, V', které se (kromé T') protnou v bodé V’. Obrazem hledané kruznice
k je pfimka &/, ktera prochdzi bodem V' a je rovnobéznd s ptimkou ¢. (V obrazku je
zobrazen i bod V, ale nijak se ke konstrukci nepouziva.)

Obrazek 5.7: Konstrukce z pfikladu 5.2

Piiklad 5.3. Jsou dany dvé kruznice k;, k2 protinajici se ve dvou bodech. Sestrojte
jejich spole¢nou tétivu, jestlize jejich stfedy jsou nepfistupné a je pristupny jen jeden
jejich prusecik.

Reseni. Uvazujme kruhovou inverzi vzhledem ke kruznici i(A,r). Kruznice ki, ko
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prejdou do primek &}, k), které se protnou v bodé B’. Protoze body A, B, B’ lezi na
jedné ptimce, AB’ je hledana tétiva.

Obrazek 5.8: Konstrukce z prikladu 5.3
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6 PRACOVNI LISTY

Piiklad 6.1. Kolik ¢tverct je na obrazku?

Priklad 6.2. Nékres na obrazku rozdélte na ¢tyfi dily a z nich sestavte ¢tverec.
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Piiklad 6.3. Rozdélte ¢tverec s krouzkem v rohu na dvé casti tak, Ze po jejich sloZeni
vznikne plivodni ¢tverec s krouzkem uprostred.

O

Priklad 6.4. Geometricky utvar na obrazku je rozdélen na ¢tyfi shodné dily. Podari
se vam rozdélit na pét shodnych dila ctverec?
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Ptiklad 6.5. Do drédténé krychle ABCDEFGH je umistén neprihledny trojahelnik.
U pootocenych krychli dopliite vrcholy a trojuhelnik do nich zakreslete. Vyznacte
viditelnost draténych hran.

H G
E F
D C
A B
A B G C
S - - F--- JHTTT F---
H
E F
H G
- - - —-—-—--- -
A
D X C
A B
. F
-] -—-—-—--- - -] -—-—-—--- -1
| C |
H
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Ptiklad 6.6. V krychli ABCDEFGH jsou dva nepruhledné trojuhelniky. Zakreslete
je v pootocenti.

C
B~ 1 E. A .
E
F A
A____ _______ - — e e e - - - -
E F E E
H
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Priklad 6.7. Pfremistit tfi zdpalky na obrdzku na obrdzku tak, aby vznikly ¢tyti shodné
¢tverce neni nic obtiZzného.

[ [
0 ) 0
[ > & > @ @
[ ¢ [ )

Priklad 6.8. Zkuste premistit tfi zdpalky tak, aby vznikly ¢tyfi shodné ctverce.

. L ]
¢
¢ [
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Piiklad 6.10. Na obrdzku je z dvanécti zapalek sestrojen pravouhly trojuhelnik. Jestlize
zvolime délku zapalky za délkovou jednotku, muzZeme fici, Ze obsah pravouhlého
trojuhelnika je S = 42 = 6 ¢tvere¢nych jednotek. Pokuste se premistit ¢tyfi zdpalky
tak, aby vznikl obrazec, jehoZ obsah by byl jen tfi ¢tvere¢né jednotky.

Piiklad 6.11. Na obrazku je zndzornén obrazec vytvoreny z 8 zapalek, které ohranicuji,
kromé jinych utvard, ¢tverec, trojuhelnik a 3 obdélniky. Podari se vam vytvofit z 8
zépalek obrazec, v némz zdpalky ohranicuji 2 ¢tverce a 4 trojuhelniky s podminkou,
Ze zapalky nesmite lamat nebo preklddat jednu pies druhou?

Piiklad 6.12. Na obrdzku je zndzornéna lopatka a na ni smeti. Vasim tukolem je
prelozit jen dvé zapalky tak, aby se smeti dostalo z lopatky.
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Piiklad 6.13. Dovedete sestavit z 20 zdpalek 6 ¢tverct a 20 trojuhelnik? Zapalky
vsak nesmite lamat nebo klast pres sebe.
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Piiklad 6.14. Na obrazcich jsou zndzornény dievéné desky, ve kterych jsou otvory.
Mizeme zhotovit jediné téleso, které by proslo tésné vSemi tfemi otvory. Pokuste se
nakreslit jeho tvar.
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Piiklad 6.15. Dobfte si prohlédni ndzorny obraz, ptidorys, nérys i bokorys ¢ary!
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Piiklad 6.16. Podle nazorného obrazu cary sestroj jeji primeéty.
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Piiklad 6.17. Dobfte si prohlédni ndzorny obraz, ptidorys, nérys i bokorys ¢ary!
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Piiklad 6.18. Podle nazorného obrazu cary sestroj jeji primeéty.
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Piiklad 6.19. Spravna hraci kostka ma na protilehlych sténach: 1+6; 2+5; 3+4 oka.
Dej pozor na polohu ok ve sténé. Dokresli oka do siti tak, aby po vystfizeni a sloZeni
krychle vznikla vzdy tato hraci kostka. (Na sitich zakresluj lic.)
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Piiklad 6.20. Spravna hraci kostka ma na protilehlych sténach: 1+6; 2+5; 3+4 oka.
Dej pozor na polohu ok ve sténé. Dokresli oka do siti tak, aby po vystfizeni a sloZeni
krychle vznikla vzdy tato hraci kostka. (Na sitich zakresluj lic.)
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Ptiklad 6.21. Mdme zde krychle sloZené z osmi mensich krychli¢ek. Krychli¢ky ozna-
¢ené kiizkem odebereme. Vytahni silné (a doplii), co z krychli zbude.

‘ x
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Ptiklad 6.22. Mame zde krychle sloZené z dvaceti sedmi mensich krychlic¢ek. Krychlicky
oznacené kiizkem odebereme. Vytahni silné (a doplsi), co z krychli zbude.

A
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Piiklad 6.23. V draténé krychli je umistén nepruhledny c¢tyfahelnik. Zakresli ho v
pootocenych plochach na nasledujicich krychlich.
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Piiklad 6.24. Krychle je sefiznuta rovinou. Zakresli zbytek krychle silné v pootoceni.
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Piiklad 6.25. Dokresli obrazec, ve kterém rovina odfizne ¢ast krychle.
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Ptiklad 6.26. Prazdné krabicky jsou sefiznuté rovinou. Vytdhni silné, co z krabicky

zbude. Dvojice rovnobéznych stén zbytku krabicky vybarvéte stejnou barvou.
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Priklad 6.27. Nakreslete télesa slozend z krychli z jinych pohledud. Popiste nejprve
vrcholy.
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Priklad 6.28. Nakreslete télesa sloZzend z krychli z jinych pohledud. Popiste nejprve
vrcholy.
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Ptiklad 6.29. Odfizni vyznacené vrcholy krychle podle nakresleného ndvodu a urci
viditelnost.
S
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Ptiklad 6.30. Odfizni vyznacené vrcholy krychle podle nakresleného ndvodu a urci
viditelnost.

%
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Pifiklad 6.31. Krychle sloZzené z malych krychli¢ek jsou provrtané vzdy skrz na-
skrz (oznaceno kfizkem). Vytdhnéte silné, co zbude. Vite kolik krychli¢ek bylo od-
stranéno?
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Ptiklad 6.32. Z krychli jsou odstranény pouze malé krychli¢cky oznacené kiiZzkem.
Vytdhnéte silné télesa, kterd po odstranéni krychlicek zbudou. Vybarvéte. Uméli byste
urcit povrch téchto téles?
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/ STEREOMETRICKE HRY

Piiklad 7.1. Ze Sesti zdpalek sestavte Ctyfi rovnostranné trojuhelniky se stranou
délky sirky.

Piiklad 7.2. Navrhnéte prakticky zptsob, jak zmérit (bez vypoctt) délku télesové
uhlopficky cihly.

Priklad 7.3. MizZe byt nésledujici fez Ctyfsténu narysovan spravneé?

\

N

Piiklad 7.4. Na nasledujicich obrazcich jsou zobrazeny pidorysy dvou mnohostént
(nemajicich Zddné dalsi nezobrazené hrany). Je to mozné?
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Piiklad 7.5. Je moZné v roviné profiznout tenky otvor, ktery ji nerozdéli na vice
¢asti, a kterym je pritom mozné protahnout dratény model (bez ohybani modelu nebo
roviny)

1. krychle,

2. Ctyfsténu?

Priklad 7.6. Vystfihnéte a sloZte z obdélnikového listu papiru (bez pouziti lepidla)
nasledujici skladacku:

Piiklad 7.7. Rozhodnéte, jestli je mozné sestavit
1. Sest,
2. sedm

stejnych tuzek tak, aby se libovolné dvé z nich dotykaly.

Piiklad 7.8. Jisty ¢lovék sel kilometr na sever, pak kilometr na zdpad a kilometr na
jih. Ocitl se tak na misté, odkud vysel. Jak je to mozné?
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Priklad 7.9. Sedm shodnych krychli¢ek je slepeno do ,krize (ke kazdé sténé vy-
brané krychli¢ky je pfilepena jedna krychlicka). Je mozné témito Gtvary zcela zaplnit
prostor?

Piiklad 7.10. Je moZné povrch jednotkové krychle rozvinout do sité, ktera se vejde
do c¢tverce o rozmérech 3x3?

Piiklad 7.11. Klasickou hraci kostku umistéme do rohu o dvanacti polich. Nyni bu-
dete kostku preklapét po okruhu stdle dokola, nez se dostanete na vychozi policko.
Kolik nejméné okruht kostkou obejdete, nezZ bude kostka ve stejné pozici jako na
zacatku?

.
_v

Piiklad 7.12. Na sténach hraci kostky jsou umisténa pismena od A aZ po F. Na
prvnim obrazku vpravo vidite rozloZenou sit takovéto krychle. Na druhém obrédzku
mate sif stejné krychle, ale s tim, Ze jsou jiZ oznaceny jen nékteré stény. DokéZete nyni
doplnit, které pismeno je napsdno na tmaveé zvyraznéné sténé na pravém obrazku?
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Piiklad 7.13. Na obrazku jsou nakresleny ¢tyfi dilky. Vasim tkolem je urcit, které
z nabizenych staveb muZeme pomoci téchto dilka sestavit.

H

Piiklad 7.14. Na obrdzku mate tfi pohledy na tutéz stavbu z krychli. Vasim tkolem
je urcit, kolik krychli musime do stavby doplnit, abychom dostali krychli 3 x 3 x 3.

zepiedu zleva

shora

Piiklad 7.15. Na obrézcich vidite dva pohledy na jednu stavbu. Vasim tkolem je
urcit, kolik krychli¢ek musite do stavby doplnit, abyste dostali krychli 4 x 4 x 4.
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Piiklad 7.16. Na obrazku je kvadr sloZeny ze Ctyt dild, kazdy slepeny ze ¢tyt krych-
licek. Vasim tkolem je urcit tvar bilého dilu.

Priklad 7.17. Vasim ukolem je vdlet tmavé oznacenou krychli ze startu S do cile
C tak, aby se bild sténa neocitla nikdy smérem dold. Sedé krychle jsou prekazky,
kterymi se nesmi hybat.
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Piiklad 7.18. Klasickd hraci kostka je umisténa v levém hornim rohu planku tak, Ze
na horni sténé je Sestka a na predni sténé je ¢tyrka. Vasim ukolem je preklapét kostku
az dojdete do cile (pravy dolni roh). Preklapét vSak mutizete pouze na policko, které je
oznaceno stejnym c¢islem jako vrchni sténa kostky pred preklopenim (tj. na zac¢atku
musim prekldpét na policko oznacené Sestkou). Na policko oznacené hvézdickou
muzete preklopit bez ohledu na to, co mate na vrchu kostky.
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Piiklad 7.19. Na tuto hru potfebujeme pét kostek, které slepime do tvaru U tak, jak je
na obrazku. polozme tento tvar na planek na pozici start, jak je nakreslené na planku.
Nyni prekldpéjme tak, abychom se dostali do cile, pficemz stavba nikdy nesmi stat
na oznacenych poli¢kach, ale miiZe je napiiklad piemostovat.

o e e e
START START - < - <o
°o °o
START | START | START
° ' [ ’
L _J L J
[

. * * *
. CiL ciL
CH- .

ciL ciL
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Piiklad 7.20. Vasim tkolem je prekutdlet dil sloZzeny ze tfi kostek do cile C. Nejprve
se musite dokutdlet k rampé, pficemz Sedé kostky jsou prekazky. Rampu muzete
prekonat pouze tak, ze bude dil stat na vysku na bilém policku pfimo pred rampu a
poté se pres ni prekutdli. Po sedych kostkdch se kutali aplné stejné, ale nikdy nesmf
Cerveny dil piesahovat na bilé pole, ale miZe jej premostovat.




Piiklad 7.21. Nyni mate dany dil sloZeny ze Sesti kostek, jak je nakreslené na obrazku.
Postavme ho na planek na pozice start. Nasim tkolem je dostat se preklapénim do
cile, pficemz zbarvena pole jsou opét prekazky.

ciL

START START START

ciL

Priklad 7.22. Na obrdzku vidime tfi riazné pohledy na tutéz hraci kostku. Tato kostka
vsak neni klasickd, neplati na ni pravidlo o souctu protilehlych stén. Urcete, na kterych
¢islech kostka stoji v jednotlivych pohledech.
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Ptiklad 7.23. Dilem slepenym ze ¢ty hracich kostek preklapéjte po planku ze startu
do cile, pficemz vybarvena pole jsou prekazky.

START

START START .
. - .

GOAL

Piiklad 7.24. KdyzZ se podivate na uvedené stavby z jiného pohledu, uvidite néjaka
pismena. Dokazete je urcit?
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Reseni

Ptiklad 7.1. Ulohu je tfeba fe$it v prostoru a sirky sestavit do tvaru pravidelného
Ctyfsténu.

Priklad 7.2. Napft. udélat ze tii cihel ,schod” a thlopfi¢ku zméfit.

[/

Piiklad 7.3. Vysrafovany ctyruhelnik nemtize byt rovinny — prodlouzeni jeho pro-

téjsich stran (zndzornénych plnou c¢arou) protinaji pfedni hranu ¢tyfsténu ve dvou
ruznych bodech. Pfitom ale rovina a pfimka v ni nelezici maji nejvyse jeden prusecik.

Ptiklad 7.4. Takové mnohostény neexistuji. Ozna¢ime-li vrcholy vnéjsiho ¢tverce ob-
vyklym zptasobem jako A, B, C, D a vrcholy vnitfniho ¢tyfahelniku jako Ay, By,C; a
D, pak z fezu, rovnobéznych s rovinou ABCD, v prvnim ptipadé vidime, Ze pro
vzdalenosti a,b, c,d bodG Ay, B1,C1, Dy od této roviny by muselo platita < b < ¢ <
d < a, coz samoziejmé nelze. Podobné v druhém pripadé jsou oba body B, D; ro-
viné ABCD blize nez oba body A;, (1, coz ale znamena, Ze tsecky A;C a B1D; se
neprotinaji a vnitfni ¢tyfahelnik tak nemtize byt rovinny.

Priklad 7.5. Je to mozné — viz obrazek.
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Piiklad 7.6. Po vystfizeni podle obrazku jiz na to jisté prijdete sami : -)

Piiklad 7.7. Na obrazku nejprve vidime, jak sestavit 3 tuzky, dalsi tfi pak na né
poloZime analogicky, tak aby se kazdé dvé dotykaly. To je navic mozné udélat tak
(viz druhy obrazek), ze primér kruznice opsané tfem dotykovym bodim je tyz jako
pramér tuzky. Diky tomu je mozné do této ,stavebnice” vsunout jesté sedmou tuzku.
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Piiklad 7.8. Je to moZzné — dokonce nékolika zpusoby. Staci se nachdzet presné 1
kilometr jiZné od rovnobézky, jejizZ délka je celo¢iselnym délitelem jednoho kilometru
(napt. délky 250 m). Dalsi mozZnosti je na zacatku stit pfimo na jiZnim pélu.

Piiklad 7.9. Ano. Staci prostor roziezat na vrstvy, v lichych vrstvach umistit stfedy
kfiza do poli¢ek o soutadnicich [2n, 2n + 3k] a v sudych do policek [2n + 1,2n + 1 + 3k]
pro libovolné k,n € N.

Ptiklad 7.10. Ano. Viz obréazek (strana ¢tverce je 2v/2 < 3).
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Priklad 7.11. 3

Pfiklad 7.12. E

Ptiklad 7.13. Lze postavit vSechny stavby.
Pfiklad 7.14. 16

Piiklad 7.15.

Priklad 7.16. S-tetromino

Piiklad 7.17. J - 22272 - S —-Z—-SS—-VV -SS—-Z-S—-VV —-J—-Z—-J]—-V —
J-VV-S-V-S-Z2-S-72Z7-J]—-2ZZ-S5

Priklad 7.18.
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Priklad 7.19. Nejkratsi cesta ma 49 preklopeni.
Piiklad 7.22. Proti jednicce je trojka.
P¥iklad 7.24. E, S
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