Shodna zobrazeni

Otoceni

Priklad 1. Jsou dény tii ruzné soustifedné kruznice a, b a c. Sestrojte rov-
nostranny trojuhelnik ABC' tak, aby A lezel na a, B lezel na b a C' lezel na
c.

Reseni. Zvolime vrchol A na a. Pro bod C pak plati, Ze je obrazem bodu B
v otaceni se stfedem v A o tihel 60° (nebo —60°). Protoze obecné obraz bodu
X, ktery lezi na mnoziné M, lezi na obrazu mnoziny M, bude bod C' — obraz
bodu B - lezet na na zobrazené mnoziné b. Proto oto¢ime kruznici b kolem
sttedu A o thel 60°, nalezneme pruseciky této otocené kruznice s kruznici ¢
a tyto pruseciky jsou mozné vrcholy C'. Vrcholy B pak nalezneme oto¢enim
Zpét.

Priklad 2. Je dan bod A a dvé ruzné soustiedné kruznice b a c. Sestrojte
rovnostranny trojihelnik ABC' tak, aby B lezel na b a C' lezel na c. Reseni
je ztejmé — je to zvoleny bod A v predchozim fesSeni.
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Priklad 3. Je dana ptimka p a bod X. Na primce a je libovolné déan bod S.
Uvazujme bod Y — obraz bodu X v otaceni se stftedem v bodé S o uhel a.
Dokazte, ze mnozina vSech bodu Y je primka.

Reseni. Na pifmce p jisté lezi bod S; pro ktery plati, ze pifmka S; X svird
s pfimkou p praveé thel a. Zvolme tento bod S, obraz bodu X v otoceni
se sttedem v S; o thel a oznacme Y;. Zvolme déle na p libovolny bod Ss,
obraz bodu X v otoceni se stifedem v S o hel o ozna¢me Y5. Trojuhelniky
XS51Y; a X955 jsou oba rovnoramenné s vnitinim uhlem pii hlavnim vr-
cholu rovnym «. Proto jsou podobné. Z této podobnosti vyplyva, Zze a maji
shodné i vnitini thly pii zakladné — oznacme je (3, proto jsou shodné i thly
451X 5 a 4Y1XY;. Z podobnosti trojihelniki X S1Y; a X.SoYs déle plyne
rovnost poméru | XYi| : [S1X] = |XYs| @ |S2X| (délka zakladny k délce
ramena), proto jsou podobné trojihelniky S; XSy a Y XY, podle véty sus
o podobnosti trojuhelniku. Odtud plyne, ze velikost thlu g XYY, se rovna
velikosti thlu g4 X 5152 = «a. Zvolime-li na piimce p dalsi bod Ss, stejnym
postupem ukézeme, ze i velikost thlu 4 XY]Y3 se rovnd o. Body Y, Vs a Vs
tedy lezi na primce. Dukaz je hotov.

Podobné bychom mohli postupovat, kdybychom zvolili bod S; mimo
piimku p a chtéli ukazat, ze mnozina obrazu bodu X ve stredovych soumeérno-
stech se stfedy ve vSech bodech trojihelniku 575554 je trojihelnik Y;Y5Y,
s trojuhelnikem S;.5554 podobny. Vedli bychom piimku m = 5754 a obdobné
ukazali, ze mnozina vSech obrazi bodu X ve stfedovych soumérnostech se
stfedy na primce m je primka r, kterd s m svird uhel v, stejny uhel, jako
svird piimka ¢ s piimkou p. Odchylka piimek p a m, ozna¢me ji d, se tak
musi rovnat odchylce primek g a r (v obrazku vidime, ze y+0+¢ = 180°, bod
S je prusecikem piimek m a p, bod Y] proto musi byt pruse¢ikem piimek g



a r). Odtud uz bezprostiedné vyplyne, ze trojihelniky 5155, a Y1Y2Y) jsou
podobné, protoze koeficient k podobnosti je pomér délek zakladny a ramena
rovnoramenného trojihelniku s vnitfnim thlem p#i hlavnim vrcholu o veli-

@
PR

kosti «a, tedy k = 2 - sin 2, nezavisi tedy na volbé stiedu otaceni, tedy na

volbé bodu S.

K tesitelnosti ilohy:

Uloha mé fedent (pro obecny thel «), kdyz bude bod A zvolen na usecce
AjAs. Na obrazku jsou pak nakresleny krajni polohy otocenych kruznic b,
pro které ma tloha vzdy jedno feSeni. Z podobnosti, kterou jsme odvodili



v predchozim dukaze plyne, ze trojuhelniky X A3 Ay a X Ly Ls jsou podobné,
koeficient podobnosti je k = 2-sin §. Geometricky tedy tsecku A; A; najdeme
tak, ze najdeme mezni polohy kruznic b; a by a sestrojime trojuhelnik X A; A,
podobny s trojihelnikem X L L, tak, aby zakladna A; As lezela na a. Vypocet
trigonometricky pomoci této podobnosti.

V nasem konkrétnim ptipadé, kdy ma tihel otaceni velikost 60°, je podob-
nost shodnosti, proto AjAy = LiLy a vzdalenost |aX| = |¢X|. Konstrukce:
Sestrojime kruznice b; a bs, které maji stfed na primce ¢ a maji s kruznici
c vnéjsi dotyk. Jejich stiedy jsou body L; a Ls. Usecku Ly L, preneseme na
piimku a (ziskdme hledanou usecku A;A,) tak, aby stied usecky A; Ay byl
patou kolmice spusténé z bodu X na primku a.

Poznamenejme, zZe pii otaceni opaénym smeérem bude situace identicka,
jen ptimka ¢ bude lezet vlevo od kruznic b a c. Ziskame tutéz tisecku A; A,.
Déale muzeme ftici, ze pro nalezeni usecky A;As byla konstrukce piimky ¢
zbyteéna, bylo mozné nalézt body L; a L, piimo na piimce a — byly by to
piimo body A; a A,. Délku tusecky A;A; uréime jako dvojnésobek délky
usecky PA,, kterou vypocitame pomoci Pythagorovy véty v pravouhlém
trojihelniku X PA,. | X P| je dané délka ze zadéni (urcuje umisténi piimky
a vzhledem ke kruznicim b a ¢) a |X As| mé délku rovnu souc¢tu poloméru
kruznic b a c.

Piiklad 4. Na stranach trojihelnika ABC jsou vné sestrojeny rovnostranné
trojuhelniky A;CB, BiAC a AC)B. Dokazte, ze |AA,| = |BB;| = |CCY|.

Reseni. Pii otoceni se stfedem C' o thel 60° v zdporném smyslu se bod A
zobrazi na bod By a bod A; na bod B. Usecka AA; se proto zobrazi na tisecku
By B. Dale pti otoceni se sttedem A o thlem 60° v zdporném smyslu se bod
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B zobrazi na bod ' a bod B; na bod C. Usecka BB; se tedy zobrazi pti
tomto otoceni na tsecku C1C. Odsud jiz vyplyva, ze |AA,| = |BB;| = |CC4].

B,

Stredova soumeérnost

Priklad 5. Sestrojte trojihelnik ABC, je-li déano t,, my a m., kde m; je
mnozina (podminka) pro bod B a m, je mnozina (podminka) pro bod C.

Mozny postup feseni: Umistime téznici ¢, (isecku AS,, S, oznac¢ime stied
strany BC'), déle sestrojime mnozinu m; a mnozinu m. — podle podminek
ulohy. Protoze je S, stied strany BC', je bod C obrazem bodu B ve stiedové
soumérnosti se stiredem prave v S,. Je ziejmé, ze pokud bod X lezi na
mnoziné M, lezi jeho obraz v libovolném zobrazeni na obrazu mnoziny M
v tomto zobrazeni. Proto lezi bod B — obraz bodu C' na obrazu mnoziny
m; v uvazované stredové soumérnosti se sttedem v bodé S,. Sestrojime tedy
tento obraz mnoziny my, nalezneme jeho spolec¢né body s mnozinou m,. a
tyto spoleéné body jsou body C' — vrcholy trojihelniku ABC. Odpovidajici



vrcholy pak najdeme snadno tak, ze pouzijeme S, jako stied strany BC.
Resitelnost tlohy zavisi na poc¢tu bodu C'.

Priklad 6. Sestrojte trojuhelnitk ABC| je-li ddno
o t,, ty, at.. my je pak kruznice k(T %tb), m. je pak kruznice (T, %tc).

e t,, ty, ay. my je pak kruznice k(T, %tb), m. je mnozina vSech bodu X,
ze kterych je vidét tsecku AS, pod ihlem ~ — oblouk.

e t,, B ay. my je pak mnozina vsech bodu X, ze kterych je vidét tsecku
AS, pod thlem 8 — oblouk, m,. je mnozina vSech bodu Y, ze kterych
je videt usecku AS, pod uhlem v — druhy oblouk.

o t,, 1, a vy my je pak kruznice k(T %tb), m. je tecna ke kruznici I(S,, %vb)
vedend bodem A — bod S, ma od strany b polovi¢ni vzdalenost nez bod

B.

e t,, B awv, my je pak mnozina vSech bodu X, ze kterych je vidét usecku
AS, pod thlem 3 — oblouk, m, je tecna ke kruznici 1(S,, 1v;) vedend
bodem A — bod S, ma od strany b poloviéni vzdalenost nez bod B.

o t,, vy a v.. my je tecna ke kruznici k(S,, %vb) vedend bodem A — bod
S, mé od strany b poloviéni vzdéalenost nez bod B, m. je tetna ke
kruznici [(S,, %’UC) vedend bodem A — bod S, mé od strany ¢ poloviéni
vzdélenost nez bod C'.

Piiklad 7. Sestrojte rovnobéznik ABC D je-li dano |ASy| (S, je stted BC),
v, (vyska na usecku AB), |AC.

Reseni. Zde sestrojime nejdifve trojihelnik ABC, kde vychdzime z jeho
Ltezmice® ASy, jedna z mnozin je pak teéna ke kruznici k(S,, 3v.) vedend
bodem A — bod S, ma od strany AB poloviéni vzdalenost nez bod C,
druhd z mnozin je pak kruzmice [(A, |AC|). Vrchol D najdeme pomoci rov-
nobéznosti.

Piiklad 8. Sestrojte lichobéznik ABCD, AB || CD, je-li dano |C'S,| (S, je
stted AB), velikost ostrého thlu §CAB, 3 a .

Reseni. Nejdifve setrojime trojihelnik ABC, kde zndme téznici a dva vnitini
uhly — za¢neme téznici, mnoziny, jejichz spoleéné body po zobrazeni budeme
hledat jsou oblouky uréené vnitinimi uihly 5 a 4 CAB, vrchol D pak snadno
najdeme pomoci rovnobézky s AB vedené bodem C' a napi. pomoci po-
loptimky vedené bodem A, kterda s AB svird thel 180° — 4.



Piiklad 9. Sestrojte ¢tyithelnik ABCD, je-li ddno |AS,| (Sy je stred BC),
|AS,| (S. je stied C'D), 3, § a velikost ihlu € = 4 S, AS.,.

Reseni. Nejdifve sestrojime trojihelnik S,AS, podle véty sus. Vrchol D lezd
na mnoziné M vsech bodu X, ze kterych je tsecka AS. vidét pod thlem ¢
(oblouk), vrchol B lezi na mnoziné N vsech bodu Y, ze kterych je tsecka
AS}, vidét pod thlem (5 (oblouk). Vrchol C' pak lezi na zobrazené mnoziné M
ve stfedové soumérnosti se stfedem S, a na zobrazené mnoziné N ve stfedové
soumérnosti se stiedem S, (tedy v pruniku téchto obrazu). Vrcholy B a D pak
snadno najdeme pomoci poloptimek C'S, a C'S... Konstrukce je na obrazku.

Na obrazku je sestrojeno pouze jedno ze Ctyt feseni. Je tieba vykreslit obé

dvojice obloukt, zobrazené dvojice oblouku pak budou mit az ¢tyti spolecné
body.

Priklad 10. Jsou dény dvé soustiedné kruznice k; a ko. Sestrojte primku [,
na které tyto kruznice vytinaji t¥i shodné tsecky.



Reseni. Oznaéme 74 polomér kruznice k; a ry polomér kruZnice k,. Necht je
pro jednoznac¢nost 7, < 7o. Zvolime na kruznici k; libovolny bod X. Bud k',
obraz kruznice k; pii symetrii se stredem X a Y prusecik kruznic £’y a ko.

Ukéazeme, ze XY je hledand piimka [. Oznacme P # X prusecik primky
XY s kruznici ki, @ # Y prusecik piimky XY s kruznici ky a O stied
usecky Y@, a tedy i usecky X P (tedy |YO| = |QO| A |PO| = |XO|). Bod
Y je symetricky s bodem P podle sttedu X (tedy |XY| = |XP|). Odsud
dostavame, ze |QO| — |PO| = |YO| — | X O], to znamend, ze |[XY| = |QP|, a
tedy |Y X| = |XP| = |PQ)|.

Osova soumeérnost

Priklad 11. Jsou dany tii piimky [y, I a I3, které se protinaji v jednom
bodé, a bod A; lezici na ptimce l;. Sestrojte trojihelnik ABC' tak, aby bod
Ay byl stredem jeho strany BC' a piimky [y, I a [3 byly osami jeho stran.

Reseni. Bodem A; vedme pifmku p, kterd je na l; kolmé. Bud p, piimka,
kterd je osové soumérné s pifmkou p podle pifmky lo.Bud ps ptimka, kterd je
osoveé soumeérnd s piimkou p podle piimky /3. Vrchol A hledaného trojihelnika
ABC je prusecikem piimek py a p3. Body B a C pak lezi na piimce p, pficemz



B je osové soumérny s bodem A podle piimky I a bod C' je osové soumérny
s bodem A podle primky [3.

Priklad 12. Je dana piimka M N a dva body A a B lezici v jedné poloroviné
vzhledem k MN. Sestrojte na piimce MN bod X tak, aby |[JAXM| =
2|94 BXN|.

Reseni. Predpoklddejme, Ze je bod X sestrojen. Bud B’ bod, ktery je osové
soumérny s bodem B podle piimky MN. Kruznice se sttedem B’ a po-
lomérem |AB'| protind pifmku MN v bodé A’. Bud O stied usecky AA’.
Piimka B’O je tedy osou thlu 4 AB’A’. Potom ale i B’X musi byt osou
thlu 4 AB'A’, nebot platf 3|4 AXM| = |4 MXO|=|gBXN|=|4BXN].
Odsud piimo plyne rovnost |4 AX M| = 2|4 BXN]|.

Bod X tedy nalezneme jako prusecik piimek B'O a M N, kde O je stied
usecky AA'.




