
Shodná zobrazeńı

Otočeńı

Př́ıklad 1. Jsou dány tři r̊uzné soustředné kružnice a, b a c. Sestrojte rov-
nostranný trojúhelńık ABC tak, aby A ležel na a, B ležel na b a C ležel na
c.

Řešeńı. Zvoĺıme vrchol A na a. Pro bod C pak plat́ı, že je obrazem bodu B
v otáčeńı se středem v A o úhel 60◦ (nebo −60◦). Protože obecně obraz bodu
X, který lež́ı na množině M , lež́ı na obrazu množiny M , bude bod C – obraz
bodu B – ležet na na zobrazené množině b. Proto otoč́ıme kružnici b kolem
středu A o úhel 60◦, nalezneme pr̊useč́ıky této otočené kružnice s kružnićı c
a tyto pr̊useč́ıky jsou možné vrcholy C. Vrcholy B pak nalezneme otočeńım
zpět.

Př́ıklad 2. Je dán bod A a dvě r̊uzné soustředné kružnice b a c. Sestrojte
rovnostranný trojúhelńık ABC tak, aby B ležel na b a C ležel na c. Řešeńı
je zřejmé – je to zvolený bod A v předchoźım řešeńı.
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Př́ıklad 3. Je dána př́ımka p a bod X. Na př́ımce a je libovolně dán bod S.
Uvažujme bod Y – obraz bodu X v otáčeńı se středem v bodě S o úhel α.
Dokažte, že množina všech bod̊u Y je př́ımka.

Řešeńı. Na př́ımce p jistě lež́ı bod S1 pro který plat́ı, že př́ımka S1X sv́ırá
s př́ımkou p právě úhel α. Zvolme tento bod S1, obraz bodu X v otočeńı
se středem v S1 o úhel α označme Y1. Zvolme dále na p libovolný bod S2,
obraz bodu X v otočeńı se středem v S2 o úhel α označme Y2. Trojúhelńıky
XS1Y1 a XS2Y2 jsou oba rovnoramenné s vnitřńım úhlem při hlavńım vr-
cholu rovným α. Proto jsou podobné. Z této podobnosti vyplývá, že a maj́ı
shodné i vnitřńı úhly při základně – označme je β, proto jsou shodné i úhly
<)S1XS2 a <)Y1XY2. Z podobnosti trojúhelńık̊u XS1Y1 a XS2Y2 dále plyne
rovnost poměr̊u |XY1| : |S1X| = |XY2| : |S2X| (délka základny k délce
ramena), proto jsou podobné trojúhelńıky S1XS2 a Y1XY2 podle věty sus
o podobnosti trojúhelńık̊u. Odtud plyne, že velikost úhlu <)XY1Y2 se rovná
velikosti úhlu <)XS1S2 = α. Zvoĺıme-li na př́ımce p daľśı bod S3, stejným
postupem ukážeme, že i velikost úhlu <)XY1Y3 se rovná α. Body Y1, Y2 a Y3
tedy lež́ı na př́ımce. Důkaz je hotov.

Podobně bychom mohli postupovat, kdybychom zvolili bod S4 mimo
př́ımku p a chtěli ukázat, že množina obraz̊u bod̊uX ve středových souměrno-
stech se středy ve všech bodech trojúhelńıku S1S2S4 je trojúhelńık Y1Y2Y4
s trojúhelńıkem S1S2S4 podobný. Vedli bychom př́ımku m = S1S4 a obdobně
ukázali, že množina všech obraz̊u bod̊u X ve středových souměrnostech se
středy na př́ımce m je př́ımka r, která s m sv́ırá úhel γ, stejný úhel, jako
sv́ırá př́ımka q s př́ımkou p. Odchylka př́ımek p a m, označme ji δ, se tak
muśı rovnat odchylce př́ımek q a r (v obrázku vid́ıme, že γ+δ+ε = 180◦, bod
S1 je pr̊useč́ıkem př́ımek m a p, bod Y1 proto muśı být pr̊useč́ıkem př́ımek q
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a r). Odtud už bezprostředně vyplyne, že trojúhelńıky S1S2S4 a Y1Y2Y4 jsou
podobné, protože koeficient k podobnosti je poměr délek základny a ramena
rovnoramenného trojúhelńıku s vnitřńım úhlem při hlavńım vrcholu o veli-
kosti α, tedy k = 2 · sin α

2
, nezáviśı tedy na volbě středu otáčeńı, tedy na

volbě bodu S.

K řešitelnosti úlohy:

Úloha má řešeńı (pro obecný úhel α), když bude bod A zvolen na úsečce
A1A2. Na obrázku jsou pak nakresleny krajńı polohy otočených kružnic b,
pro které má úloha vždy jedno řešeńı. Z podobnosti, kterou jsme odvodili
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v předchoźım d̊ukaze plyne, že trojúhelńıky XA1A2 a XL1L2 jsou podobné,
koeficient podobnosti je k = 2·sin α

2
. Geometricky tedy úsečku A1A2 najdeme

tak, že najdeme mezńı polohy kružnic b1 a b2 a sestroj́ıme trojúhelńık XA1A2

podobný s trojúhelńıkemXL1L2 tak, aby základna A1A2 ležela na a. Výpočet
trigonometricky pomoćı této podobnosti.

V našem konkrétńım př́ıpadě, kdy má úhel otáčeńı velikost 60◦, je podob-
nost shodnost́ı, proto A1A2 = L1L2 a vzdálenost |aX| = |qX|. Konstrukce:
Sestroj́ıme kružnice b1 a b2, které maj́ı střed na př́ımce q a maj́ı s kružnićı
c vněǰśı dotyk. Jejich středy jsou body L1 a L2. Úsečku L1L2 přeneseme na
př́ımku a (źıskáme hledanou úsečku A1A2) tak, aby střed úsečky A1A2 byl
patou kolmice spuštěné z bodu X na př́ımku a.

Poznamenejme, že při otáčeńı opačným směrem bude situace identická,
jen př́ımka q bude ležet vlevo od kružnic b a c. Źıskáme tutéž úsečku A1A2.
Dále můžeme ř́ıci, že pro nalezeńı úsečky A1A2 byla konstrukce př́ımky q
zbytečná, bylo možné nalézt body L1 a L2 př́ımo na př́ımce a – byly by to
př́ımo body A1 a A2. Délku úsečky A1A2 urč́ıme jako dvojnásobek délky
úsečky PA2, kterou vypoč́ıtáme pomoćı Pythagorovy věty v pravoúhlém
trojúhelńıku XPA2. |XP | je daná délka ze zadáńı (určuje umı́stěńı př́ımky
a vzhledem ke kružnićım b a c) a |XA2| má délku rovnu součtu poloměr̊u
kružnic b a c.

Př́ıklad 4. Na stranách trojúhelńıka ABC jsou vně sestrojeny rovnostranné
trojúhelńıky A1CB, B1AC a AC1B. Dokažte, že |AA1| = |BB1| = |CC1|.

Řešeńı. Při otočeńı se středem C o úhel 60◦ v záporném smyslu se bod A
zobraźı na bod B1 a bod A1 na bod B. Úsečka AA1 se proto zobraźı na úsečku
B1B. Dále při otočeńı se středem A o úhlem 60◦ v záporném smyslu se bod
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B zobraźı na bod C1 a bod B1 na bod C. Úsečka BB1 se tedy zobraźı při
tomto otočeńı na úsečku C1C. Odsud již vyplývá, že |AA1| = |BB1| = |CC1|.

A B

C

A1

B1

C1

Středová souměrnost

Př́ıklad 5. Sestrojte trojúhelńık ABC, je-li dáno ta, mb a mc, kde mb je
množina (podmı́nka) pro bod B a mc je množina (podmı́nka) pro bod C.

Možný postup řešeńı: Umı́st́ıme těžnici ta (úsečku ASa, Sa označ́ıme střed
strany BC), dále sestroj́ıme množinu mb a množinu mc – podle podmı́nek
úlohy. Protože je Sa střed strany BC, je bod C obrazem bodu B ve středové
souměrnosti se středem právě v Sa. Je zřejmé, že pokud bod X lež́ı na
množině M , lež́ı jeho obraz v libovolném zobrazeńı na obrazu množiny M
v tomto zobrazeńı. Proto lež́ı bod B – obraz bodu C na obrazu množiny
mb v uvažované středové souměrnosti se středem v bodě Sa. Sestroj́ıme tedy
tento obraz množiny mb, nalezneme jeho společné body s množinou mc a
tyto společné body jsou body C – vrcholy trojúhelńıku ABC. Odpov́ıdaj́ıćı
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vrcholy pak najdeme snadno tak, že použijeme Sa jako střed strany BC.
Řešitelnost úlohy záviśı na počtu bod̊u C.

Př́ıklad 6. Sestrojte trojúhelńık ABC, je-li dáno

• ta, tb a tc. mb je pak kružnice k(T, 2
3
tb), mc je pak kružnice l(T, 2

3
tc).

• ta, tb a γ. mb je pak kružnice k(T, 2
3
tb), mc je množina všech bod̊u X,

ze kterých je vidět úsečku ASa pod úhlem γ – oblouk.

• ta, β a γ. mb je pak množina všech bod̊u X, ze kterých je vidět úsečku
ASa pod úhlem β – oblouk, mc je množina všech bod̊u Y , ze kterých
je vidět úsečku ASa pod úhlem γ – druhý oblouk.

• ta, tb a vb. mb je pak kružnice k(T, 2
3
tb), mc je tečna ke kružnici l(Sa,

1
2
vb)

vedená bodem A – bod Sa má od strany b polovičńı vzdálenost než bod
B.

• ta, β a vb. mb je pak množina všech bod̊u X, ze kterých je vidět úsečku
ASa pod úhlem β – oblouk, mc je tečna ke kružnici l(Sa,

1
2
vb) vedená

bodem A – bod Sa má od strany b polovičńı vzdálenost než bod B.

• ta, vb a vc. mb je tečna ke kružnici k(Sa,
1
2
vb) vedená bodem A – bod

Sa má od strany b polovičńı vzdálenost než bod B, mc je tečna ke
kružnici l(Sa,

1
2
vc) vedená bodem A – bod Sa má od strany c polovičńı

vzdálenost než bod C.

Př́ıklad 7. Sestrojte rovnoběžńık ABCD, je-li dáno |ASb| (Sb je střed BC),
va (výška na úsečku AB), |AC|.

Řešeńı. Zde sestroj́ıme nejdř́ıve trojúhelńık ABC, kde vycháźıme z jeho

”
těžnice“ ASb, jedna z množin je pak tečna ke kružnici k(Sb,

1
2
va) vedená

bodem A – bod Sb má od strany AB polovičńı vzdálenost než bod C,
druhá z množin je pak kružnice l(A, |AC|). Vrchol D najdeme pomoćı rov-
noběžnosti.

Př́ıklad 8. Sestrojte lichoběžńık ABCD, AB ‖ CD, je-li dáno |CSa| (Sa je
střed AB), velikost ostrého úhlu <)CAB, β a δ.

Řešeńı. Nejdř́ıve setroj́ıme trojúhelńıkABC, kde známe těžnici a dva vnitřńı
úhly – začneme těžnićı, množiny, jejichž společné body po zobrazeńı budeme
hledat jsou oblouky určené vnitřńımi úhly β a <)CAB, vrchol D pak snadno
najdeme pomoćı rovnoběžky s AB vedené bodem C a např. pomoćı po-
lopř́ımky vedené bodem A, která s AB sv́ırá úhel 180◦ − δ.
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Př́ıklad 9. Sestrojte čtyřúhelńık ABCD, je-li dáno |ASb| (Sb je střed BC),
|ASc| (Sc je střed CD), β, δ a velikost úhlu ε =<)SbASc.

Řešeńı. Nejdř́ıve sestroj́ıme trojúhelńık SbASc podle věty sus. Vrchol D lež́ı
na množině M všech bod̊u X, ze kterých je úsečka ASc vidět pod úhlem δ
(oblouk), vrchol B lež́ı na množině N všech bod̊u Y , ze kterých je úsečka
ASb vidět pod úhlem β (oblouk). Vrchol C pak lež́ı na zobrazené množině M
ve středové souměrnosti se středem Sc a na zobrazené množině N ve středové
souměrnosti se středem Sb (tedy v pr̊uniku těchto obraz̊u). Vrcholy B a D pak
snadno najdeme pomoćı polopř́ımek CSb a CSc. Konstrukce je na obrázku.

Na obrázku je sestrojeno pouze jedno ze čtyř řešeńı. Je třeba vykreslit obě
dvojice oblouk̊u, zobrazené dvojice oblouk̊u pak budou mı́t až čtyři společné
body.

Př́ıklad 10. Jsou dány dvě soustředné kružnice k1 a k2. Sestrojte př́ımku l,
na které tyto kružnice vyt́ınaj́ı tři shodné úsečky.
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Řešeńı. Označme r1 poloměr kružnice k1 a r2 poloměr kružnice k2. Necht’ je
pro jednoznačnost r1 < r2. Zvoĺıme na kružnici k1 libovolný bod X. Bud’ k′1
obraz kružnice k1 při symetrii se středem X a Y pr̊useč́ık kružnic k′1 a k2.

Ukážeme, že XY je hledaná př́ımka l. Označme P 6= X pr̊useč́ık př́ımky
XY s kružnićı k1, Q 6= Y pr̊useč́ık př́ımky XY s kružnićı k2 a O střed
úsečky Y Q, a tedy i úsečky XP (tedy |Y O| = |QO| ∧ |PO| = |XO|). Bod
Y je symetrický s bodem P podle středu X (tedy |XY | = |XP |). Odsud
dostáváme, že |QO| − |PO| = |Y O| − |XO|, to znamená, že |XY | = |QP |, a
tedy |Y X| = |XP | = |PQ|.

k1

k′1
k2

S S′
X

Y

l

P

Q

O

Osová souměrnost

Př́ıklad 11. Jsou dány tři př́ımky l1, l2 a l3, které se prot́ınaj́ı v jednom
bodě, a bod A1 lež́ıćı na př́ımce l1. Sestrojte trojúhelńık ABC tak, aby bod
A1 byl středem jeho strany BC a př́ımky l1, l2 a l3 byly osami jeho stran.

Řešeńı. Bodem A1 ved’me př́ımku p, která je na l1 kolmá. Bud’ p2 př́ımka,
která je osově souměrná s př́ımkou p podle př́ımky l2.Bud’ p3 př́ımka, která je
osově souměrná s př́ımkou p podle př́ımky l3. VrcholA hledaného trojúhelńıka
ABC je pr̊useč́ıkem př́ımek p2 a p3. Body B a C pak lež́ı na př́ımce p, přičemž
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B je osově souměrný s bodem A podle př́ımky l2 a bod C je osově souměrný
s bodem A podle př́ımky l3.

l1

l2

l3
A

A1

C

B

p

p2

p3

Př́ıklad 12. Je dána př́ımka MN a dva body A a B lež́ıćı v jedné polorovině
vzhledem k MN . Sestrojte na př́ımce MN bod X tak, aby |<)AXM | =
2|<)BXN |.
Řešeńı. Předpokládejme, že je bod X sestrojen. Bud’ B′ bod, který je osově
souměrný s bodem B podle př́ımky MN . Kružnice se středem B′ a po-
loměrem |AB′| prot́ıná př́ımku MN v bodě A′. Bud’ O střed úsečky AA′.
Př́ımka B′O je tedy osou úhlu <)AB′A′. Potom ale i B′X muśı být osou
úhlu <)AB′A′, nebot’ plat́ı 1

2
|<)AXM | = |<)MXO| = |<)B′XN | = |<)BXN |.

Odsud př́ımo plyne rovnost |<)AXM | = 2|<)BXN |.
Bod X tedy nalezneme jako pr̊useč́ık př́ımek B′O a MN , kde O je střed

úsečky AA′.

M N

A

B

B′

A′
X

k

O
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