Posunutí

1)
Je dána úsečka AB, kružnice k a přímka p. Sestrojte rovnoběžník ABCD, aby bod C ležel na kružnici k a bod D na přímce p. (Je dán vektor posunutí – součást útvaru)

Řešení

[image: image1.wmf]Vrchol C obdélníku ABCD má ležet na k, vrchol D má ležet na p. Protože v obdélníku platí CD || AB a |AB| = |CD|, můžeme uvažovat posunutí, ve kterém je bod A obrazem bodu B a tedy bod D je obrazem bodu C. Zobrazíme tedy v romto posnutí kružnici k, získáme kružnici k‘, množinu bodů, na které leží bod C‘ = D. Bod D je průsečíkem kružnice k‘ a přímky p. Bod C nalezneme posunutím zpět.

Obecně je možné uvažovat dvě posunutí, jedno dané vektorem AB a druhé dané vektorem BA. V obou posunutích mohou mít přímka p s kružnicí k‘ společné body. Jen v jednom případě jde ale o rovnoběžník ABCD, ve druhém případě o uzavřenou lomenou čáru ABCD, která se protíná (resp. rovnoběžník je ABDC).
Aby šlo o rovnoběžník ABCD, je v našem případě uvažováno posunutí dané vektorem BA.
2) Je dána úsečka XY, přímka p a kružnice k. Sestrojte čtverec ABCD tak, aby bod C ležel na kružnici k, bod D ležel na přímce p a strana CD byla rovnoběžná s úsečkou XY a měla délku rovnu |XY|. (Je dán vektor posnutí – mimo útvar) 
Řešení
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Řešení je analogické s úlohou 1). Opět uvažujeme posunutí, ve kterém je bod C vzorem bodu D, najdeme tedy obraz k‘ kružnice k v tomto posunutí a průsečíky k‘ s p. Získáme tak vrchol D čtverce, posunutím zpět pak vrchol C. Čtverec ABCD sestrojíme pomocí kolmic a známé délky strany.

Opět musíme uvažovat dvě možná posunutí, jedno je dáno vektorem XY, druhé vektorem YX. V obou posunutích může mít kružnice k‘ s přímkou p společné body, každý společný bod – vrchol D hledaného čtverce – určuje dvě řešení, celkem může být až osm řešení.

3) Je dána úsečka XY, přímka p a kružnice k. Sestrojte čtverec ABCD tak, aby bod C ležel na kružnici k, bod D ležel na přímce p a některá z jeho úhlopříček byla rovnoběžná s úsečkou XY a měla délku rovnu |XY|. (Je dán vektor posunutí, musím ho odhalit). 

Řešení
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Řešení úlohy je obdobné jako řešení úloh předchozích. Uvažujeme posunutí, ve kterém je vrchol C vzorem vrcholu D, najdeme tedy opět obraz k‘ kružnice k v tomto posunutí a průsečíky k‘ s p.

Vektor posunutí ovšem není na první pohled zřejmý. Má-li totiž být XY rovnoběžná a stejně dlouhá jako úhlopříčka čtverce ABCD, bude směr posunutí s úsečkou XY svírat úhel 45° a bude mít délu strany čtverce, v němž je XY úhlopříčkou.

Sestrojme tedy nejdříve takový pomocný čtverec (nebo jeho jeden vrchol Z.

Musíme pak uvažovat čtyři posunutí, která jsou dána vektory XZ, ZX, YZ a ZY.

Je možných až 16 řešení – každá zobrazená kružnice může protnout přímku p ve dvou bodech D a každý z těchto bodů je vrcholem dvou hledaných čtverců.

V situaci na obrázku je osm možných řešení, zakreslena jsou jen čtyři, pro zbývající čtyři jsou narýsovány jen úsečky CD.
4a) Je dána přímka q, bod B na q, přímka p a kružnice k. Sestrojte rovnoběžník ABCD tak, aby bod A ležel na přímce q, bod C na p a bod D na k. (Je dán vektor posunutí, jenom směr.)

Řešení
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Úloha je analogická s úlohou 1) jen diskuze je obsažnější. Bod A zvolíme na přímce q a uvažujeme posunutí dané vektorem BA, ve kterém zobrazíme kružnici k, najdeme průniky kružnice k‘ s přímkou p a sestrojíme rovnoběžník. Bude však třeba stanovit podmínky pro to, aby kružnice k‘ měla s přímkou p společné body.

Na obrázku jsou sestrojeny kružnice k‘ a k‘‘, které mají s přímkou p jeden společný bod. Konstrukčně tak najdeme body A1 a A2. Bod A je bodem úsečky A1A2, aby měla úloha řešení.

Výpočtem určíme délku úsečky A1A2 pomocí podobnosti trojúhelníků S’QP‘ a SPQ. Délka úsečky S’P‘ se rovná poloměru dané kružnice k, délka úsečky SP je daná vzdálenost středu S od přímky p – obě tyto hodnoty, stejně jako velikost úhlu (, plynou ze zadání.
4b) Je dána přímka q, přímka p a kružnice k. Sestrojte čtverec ABCD tak, aby bod C ležel na kružnici k, bod D ležel na přímce p a CD byla rovnoběžná s přímkou XY. (Je dán vektor posunutí, jenom směr.)

Řešení je analogické s předchozí úlohou, diskuze o řešitelnosti také.
4c) Je dána přímka q, přímka p, kružnice k a bod D na přímce p. Sestrojte čtverec ABCD tak, aby bod C ležel na kružnici k a CD byla rovnoběžná s přímkou q. (Je dán vektor posunutí, jenom směr, délku je třeba určit.)

Řešení

[image: image6.png]


Uvažujeme posunutí, které je dáno vektorem rovnoběžným s přímkou q. Je třeba určit délku tohoto vektoru. V tomto posunutí má být bod C kružnice k vzorem bodu D. Proto vedeme bodem D přímku rovnoběžnou s přímkou q, najdeme její průsečíky s kružnicí k a získáme tak body C.

Čtverec dokončíme pomocí kolmic a délky strany.

Jsou možná nejvýše čtyři řešení – viz obrázek.
5a) Je dán bod B, úsečka XY, přímka p a kružnice k. Sestrojte rovnoběžník ABCD tak, aby |AB| = |XY|, bod C ležel na p a bod D na k. (Je dán vektor posunutí, jenom délka)

Řešení
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Úloha je analogická s úlohou 1) Zvolíme bod A ve vzdálenosti d = |XY|. Pak uvažujeme posunutí dané vektorem BA. Je třeba diskutovat řeitelnost úlohy.

Úloha bude mít řešení právě tehdy, když bude mít kružnice k‘ – obraz kružnice k v uvažovaném posunutí – společný bod s přímkou p.
Na obrázku jsou nakresleny mezní polohy posunuté kružnice k, pro které má úloha řešení. V našem případě bude mít úloha řešení pro ta posunutí, jejichž vektory leží „mezi“ vektory BA2 a BA1. Směr určíme jako odchylku vektoru od přímky p. Mezní úhly jsou SS’S‘‘ a SS‘‘S‘. Konstrukčně tedy budeme postupovat tak, že nalezneme středy S‘ a S‘‘ jako průsečíky přímky, která má od p vzdálenost rovnu poloměru r dané kružnice k a kružnice, která má střed S a poloměr d.

Početně budeme postupovat tak, že určíme vnitřní úhly při základně v rovnoramenném trojúhelníku SS’S‘‘ s ramenem délky d a výškou w – r, kde w je vzdálenost středu S od přímky p.
Obecně může být další mezní pozicí kružnice k‘ kružnice, která se dotýká přímky p v opačné polorovině, než leží bod S. Pak budeme řešit další rovnoramenný trojúhelník s rameny d, který bude bude mít výšku w + r.
5b) Je dán bod A, úsečka XY, přímka p a kružnice k. Sestrojte čtverec ABCD tak, aby |AB| = |XY|, bod C ležel na p a bod D na k. (Je dán vektor posunutí, jenom délka)

Řešení. Úloha je zcela analogická s předchozí úlohou.

5c) Je dána úsečka XY, přímka p a kružnice k. Sestrojte čtverec ABCD tak, aby |AB| = |XY|, bod D ležel na p, bod C na k a střed strany AB ležel na přímce p. (Je dán vektor posunutí, jenom délka, směr je třeba zjistit).

Řešení.
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Je-li M střed strany AB, musí úsečka CM ležet na přímce p, proto strana CD svírá s přímkou p úhel rovný úhlu MCD. Směr posunutí je tedy směr přímky, která svírá s přímkou p úhel MCD.

Sestrojíme tedy tento úhel (, přeneseme jej k přímce p a zobra-zíme kružnici k v posunutí určeném těmito vektory (s délkou |XY|). 
Průsečíky kružnice k‘ s přímkou p jsou body D, body C získáme posu-nutím zpět a čtverec dokončíme po-mocí kolmic a známé délky strany.

Musíme uvažovat čtyři vektory posunutí, každá posunutá kružnice může mít dva průsečíky s přímkou p, je tedy až osm možných řešení. V našem případě má úloha čtyři řešení, sestrojena jsou řešení pro kružnici k‘.
6a) Sestrojte lichoběžník ABCD, AB || CD, jestliže je dáno |AB|, |CD|, velikost úhlu ACB a velikost úhlu ADB. (Nepolohová úloha, vektor je dán.)

Řešení.
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Stranu AB máme dánu, dále máme dánu množinu l – oblouk – množinu všech bodů C, pro které platí, že úhel ACB má danou velikost, podobně máme dánu množinu k – oblouk – množinu všech bodů C, pro které platí, že úhel ACB má danou velikost.

Uvažujme posunutí, ve kterém je obrazem bodu D bod C. Toto posunutí je dáno vektorem, který je rovnoběžný se základnami lichoběžníku a který má délku rovnu |CD|. Zobrazíme tedy v tomto posunutí množinu všech bodů D – oblouk k – a nalezneme průsečík oblouku k‘ s množinou l. Tím získáme bod C, bod D pak najdeme posunutím zpět.
6b) Sestrojte lichoběžník ABCD, AB || CD, jestliže je dáno |AB|, |CD|, velikost úhlu ACB a |AD|. (Nepolohová úloha, vektor je dán)

Řešení. Analogicky s předchozí úlohou, místo oblouku k je dána kružnice k (A, |AD|).
6c) Sestrojte lichoběžník ABCD, AB || CD, jestliže je dáno |AB|, |CD|, velikost úhlu ACB a |BD|. (Nepolohová úloha, vektor je dán.)
Řešení. Analogicky s úlohou 6a), místo oblouku k je dána kružnice k (B, |BD|).
7) Sestrojte pětiúhelník ABCDE, jsou-li dány délky jeho stran AB, CD a DE, velkosti úhlů ACB a AEB a odchylky přímek CD od AB a DE od AB. (Nepolohová, dvě posunutí, vektory jsou dány).

Řešení.
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Máme dánu stranu AB, pro vrchol C množinu bodů, na které leží (oblouk k – množinu všech bodů C, pro které má úhel ACB danou velikost) a pro vrchol E rovněž oblouk l daný úhlem AEB.

Dále můžeme uvážit posunutí, které je dáno vektorem CD a posunutí, které je dáno vektorem ED. Tato posunutí máme zadána, protože známe délky vektorů (délky stran CD a ED) i směry vektorů (odchylky přímek CD a DE od přímky AB.

Zobrazíme-li tedy v posunutí, které je dáno vektorem CD oblouk k, získáme množinu k‘, na které leží bod D. Zobrazíme-li dále v posunutí, které je dáno vektorem ED oblouk l, získáme množinu l‘, na které leží bod D. Bod D tedy leží v průniku množin k‘ a l‘. Zbývající vrcholy nalezneme posunutím zpět.

V našem konkrétním případě jsou čtyři průsečíky D, pouze v jednom případě jde ale o mnohoúhelník, v ostatních případech je ABCDEA lomená čára, která se protíná.
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8) Sestrojte obdélník ABCD, jestliže je dáno |BX| , kde X je bod strany AB, |BY| a |DY|, kde Y je bod strany CD, |DZ| a |XZ|, kde Z je bod strany AD obdélníku ABCD. (Nepolohová, dvě posunutí, vektory jsou dány).

Řešení. Úloha je obdobná jako úloha předchozí. Sestrojíme nejdříve pětiúhelník XBYDZ a pak mu „opíšeme“ obdélník. V tomto pětiúhelníku známe stranu XB, množinu bodů pro vrchol Y (kružnice k – délka strany BY), množinu bodů pro bod Z (kružnice l – délka strany XZ) a můžeme uvažovat posunutí, ve kterých je bod D obrazem nejdříve bodu Y – délka je dána délkou strany DY, směr je rovnoběžný s BX, a podruhé bodu Z – délka je dána délkou strany DZ a směr je kolmý na BX. Nalezneme bod D jako průsečík posunutých kružnic a posunutím zpět zskáme body Y a Z. Nakonec narýsujeme obdélník.

Úloha bude mít nejvýše dvě řešení, protože kružnice k‘ a l‘ mají nejvýše dva průsečíky. V našem konkrétním případě druhý bod D zjevně neurčuje obdélník.
9) Jsou dány kružnice k a l, přímka p a úsečka délky d. Sestrojte přímku q || p tak, aby součet délek tětiv, které q vytne v kružnicích k a l, byl roven d.

Řešení
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Označme X, Y, Z a U průsečíky hledané přímky q s kružnicemi (podle obrázku). Uvažme posunutí, které je dáno vektorem rovnoběžným s přímkou p takové, že obraz bodu Z splyne s bodem Y. Pak má úsečka XU‘ délku právě d (|XY| + |ZU| = d).

Spustíme-li nyní kolmice ze středů kružnic l a k‘ k přímce p a označíme-li paty těchto kolmic P a Q, má úsečka PQ délku rovnu 
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.

Při konstrukci tedy spustíme k přímce p kolmici z bodu L, nalezneme na přímce p bod Q ve vzdálenosti 
[image: image2.wmf], vztyčíme z něj kolmici k přímce p a nalezneme sřed posunuté kružnice k‘. Průsečíkem kružnic k‘ a l pak vedeme přímku rovnoběžnou s přímkou p – to je hledaná přímka q.

Je nepodstatné, na kterou stranu od bodu P sestrojíme bod Q, přímka q bude tatáž. Jsou ale možná dvě řešení, protože kružnice k‘ a l mohou mít dva splečné body.
10) Jsou dány kružnice k a l, přímka p a úsečka délky d. Sestrojte přímku q || p tak, aby rozdíl délek tětiv, které q vytne v kružnicích k a l, byl roven d.

Řešení. Úloha je analogická s předchozí úlohou, jen kružnici k posuneme tak, aby bod Y splynul s bodem U‘.
11) Jsou dány kružnice k a l a přímka p. Sestrojte přímku q || p tak, aby tětivy, které q vytne v kružnicích k a l, byly shodné.

Řešení.
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Úloha je obdobná jako dvě předchozí. Posuneme-li kružnici k tak, že její střed bude ležet na kolmici spuštěné z bodu L k přímce p, bude společná tětiva kružnic k‘ a l rovnoběžná s přímkou p. Hledaná přímka q pak obsahuje tuto tětivu.
Úloha má řešení právě tehdy, když mají kružnice k‘ a l dva splečné body.
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