Stejnolehlost

1)
Je dána kružnice k a její vnitřní bod M. Sestrojte tětivu XY kružnice k, kterou bod M dělí na úseky, jejichž délky jsou v poměru 2 : 3. (Je dán střed i koeficient stejnolehlosti.)

Řešení.

[image: image1.wmf]Uvažujme stejnolehlost se středem M, ve které je bod X vzorem bodu Y. Koeficient této stejnolehlosti je dán poměrem délek úseků MX a MY. Zobrazíme-li tedy kružnici k (leží na ní bod X) v této stejnolehlosti, bude bod Y ležet na zobrazené kružnici k‘. Protože má zároveň ležet na k, je bod Y průsečíkem kružnic k a k‘.

Jsou obecně až dvě řešení – můžeme uvažovat dvě stejnolehlosti, jednu s koeficientem 
[image: image20.png]


 a druhou s koeficientem 
[image: image2.wmf], ale řešení splývají.
2) Je dán čtverec ABCD a úsečka XY, kde X je bod strany AB a bod Y je bod strany BC. Nalezněte body Z a U tak, aby Z ležel na přímce AB, U ležel na přímce BC, úsečka ZU byla rovnoběžná s XY a aby |ZU| = 3 . |XY|. (Je dán střed i koeficient stejnolehlosti.)

Řešení.
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Úsečky XY a ZU mají být rovnoběžné, proto existuje stejnolehlost, ve které je úsečka ZU obrazem úsečky XY. Koeficient se rovná 3 nebo – 3. Středem této stejnolehlosti je zřejmě bod B. Zobrazíme proto úsečku XY v těchto stejnolehlostech.

Úloha má právě dvě řešení.

3) Je dán bod A, kružnice k a přímka p, která prochází bodem A. Sestrojte rovnoramenný trojúhelník ABC s hlavním vrcholem A tak, aby bod B ležel na kružnici k a bod C na přímce p a aby poloměr kružnice opsané trojúhelníku ABC se rovnal délce strany BC. (Je dán pouze střed stejnolehlosti, koeficient je neznámý, ale daný.)

Řešení. Uvažujme trojúhelník AXY, jehož vrchol Y leží na p a který má poloměr kružnice opsané roven délce strany XY. Trojúhelník ABC je s trojúhelníkem AXY stejnolehlý se středem stejnolehlosti v bodě A a s koeficientem k = |BC| : |XY|.

Sestrojme proto nějaký trojúhelník AXY – sestrojíme nejdříve libovolně v rovině rovnostranný trojúhelník KLS, osu o strany KL a kružnici m (S, |KL|), pak průsečík M kružnice m a osy o bude poslední vrchol trojúhelníku KLM shodného s pomocným trojúhelníkem AXY. Přeneseme tedy trojúhelník KLM na přímku p tak, aby M splynul s A a L ležel na přímce p. Bod B pak najdeme jako průsečík přímky AK s kružnicí k – bod B je tak obrazem bodu K v uvažované stejnolehlosti, vrchol C pak najdeme pomocí rovnoběžky s úsečkou KL vedenou bodem B.
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Přímka AX může mít s kružnicí k dva průsečíky. Dále je třeba uvažovat čtyři možná umístění trojúhelníku AXY na přímku p, získáme tak dvě možné přímky AX (vždy dvě a dvě splývají), proto mohou být až čtyři řešení úlohy.

4) Jsou dány body A, X a Y. Sestrojte čverec ABCD tak, aby střed strany CD ležel na přímce AY a X ležel na straně BC. (Je dán pouze střed stejnolehlosti.)

Řešení.
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Označme S střed strany CD. Trojúhelník ADS je pravoúhlý a jeho odvěsny mají délky v poměru 2 : 1. Uvažujme libovolný pravoúhlý trojúhelník AMN, kde M leží na úsečce AD a který má odvěsny v tomto poměru. Uvažujeme-li pak čtverec AMOP, kde N je střed MO, máme čtverec stejnolehlý se čtvercem ABCD podle středu A. Stačí tedy bodem X vést rovnoběžku s přímkou AM – na této přímce leží strana BC. Čtverec pak dokončíme pomocí kolmic.
Existují dvě možné přímky AM, proto jsou možná až dvě řešení. Konstrukcí je zabezpečeno, že bod X leží na přímce BC, na jeho poloze ovšem závisí, zda bude ležet na straně BC.  
5) Je dána úsečka BX a kružnice k. Nalezněte na kružnici k bod Y a sestrojte pravoúhlý trojúhelník ABC s pravým úhlem při vrcholu C tak, aby bod A ležel na přímce BX, bod C ležel na přímce AY a aby platilo, že BC || XY a |BC| = 
[image: image3.wmf]|XY|. (Je dán pouze koeficient, střed je třeba najít.)

Řešení.
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Uvažujme trojúhelník AXY. Body B a C pak leží na jeho stranách AX a AY a trojúhelníky AXY a ABC jsou stejnolehlé se středem stejnolehlosti ve vrcholu A s koeficientem 
[image: image4.wmf]. Nalezneme proto bod A na přímce BX tak, aby |AB| = 
[image: image5.wmf]|AX|. Pak zobrazíme kružnici k v uvažované stejnolehlosti – získáme kružnici k‘. Vrchol C najdeme jako průsečík kružnice k‘ a Thaletovy kružnice nad průměrem AB. Bod Y pak najdeme jako průsečík přímky AC s kružnicí k.

Počet řešení závisí na počtu společných bodů kružnice k‘ a Thaletovy kružnice nad AB. Dále je třeba uvažovat i stejnolehlost se záporným koeficientem, v ní by bod A ležel na úsečce BX. Pro oba koeficienty jsou možná dvě řešení.
6) Je dána kružnice k, přímka p a úsečka AD. Sestrojte lichoběžník ABCD, AB || CD, jestliže |AB| : |CD| = 5 : 3, tak, aby bod B ležel na p a bod C na k. (Je dán pouze koeficient stejnolehlosti, střed je třeba najít.)

Řešení.
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Uvažujme bod S – průsečík přímek AD a BC. Bod S je střed stejnolehlosti s koeficientem 
[image: image6.wmf], ve které je úsečka AB obrazem úsečky CD. Vrchol C je tedy vzorem vrcholu B. Nalezneme tedy na přímce AD bod S a zobrazíme kružnici k v této stejnolehlosti. Pak najdeme průsečík získané kružnice k‘ s přímkou p. Tento průsečík je vrchol B, vrchol C pak najdeme jako (odpovídající) průsečík přímky BS s kružnicí k.

Když bychom uvažovali koeficient stejnolehlosti 
[image: image7.wmf], dostali bychom uvedenou konstrukcí uzavřenou lomenou čáru, která se protíná – nikoli lichoběžník. Jsou tedy možná dvě řešní.
7) Jsou dány různoběžné přímky p a q s průsečíkem B a kružnice k. Sestrojte trojúhelník ABC pro který platí, že A leží na p, C leží na q a S, střed strany AC, leží na k. (Je dán pouze koeficient stejnolehlosti.)

Řešení.
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V trojúhelníku ABC platí, že A je střed stejnolehlosti s koeficientem 2, ve kterém je bod S vzorem bodu C. Zvolíme-li tedy libovolně bod A na přímce p, můžeme kružnici k zobrazit v této stejnolehlosti a průsečíky zobrazené kružnice k‘ s přímkou q jsou body C.

Pro každou volbu bodu A mohou existovat dva body C. Je tedy třeba diskutovat, pro které volby bodu A nějaká řešení existují a pro které nikoli. Na obrázku jsou nakresleny kružnice k‘‘ a k‘‘‘, které mají středy na přímce p‘ a poloměr roven dvojnásobku poloměru kružnice k. Přímka p‘ – obraz přímky p ve stejnolehlosti s koeficientem –1 a středem v bodě K – středu kružnice k (resp. ve středové souměrnosti se středem K) – je množina všech středů kružnic k‘. Je to tak proto, že bod K‘ jsme získali jako obraz bodu K ve stejnolehlosti s koeficientem 2 se středem v A. Jde o kružnice, které se dotýkají přímky q, proto jsou jejich středy K‘‘ a K‘‘‘ obrazy krajních body úsečky, jejíž body jsou všechny možné body A hledaných trojúhelníků ABC.
8) Je dán bod A, kružnice k a přímky p a q. Sestrojte trojúhelník ABC, kde B leží na p, C leží na q a BC || XY, kde X je průsečík strany AB s k a Y je průsečík strany AC s k. (Je dán pouze střed stejnolehlosti.)

Řešení.
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V trojúhelníku ABC platí, že vrchol A je středem stejnolehlosti, ve které je úsečka XY vzorem úsečky BC. Zobrazíme-li tedy kružnici k ve stejnolehlosti se středem v A s libovolným koeficientem větším než 1 (úsečka XY má ležet uvnitř trojúhelníku ABC), získáme vrchol B jako průsečík k‘ s p a vrchol C jako průsečík k‘ s q.

Kružnice k‘ může mít dva společné body s přímkou p a dva společné body s přímkou q. Počet řešení závisí na volbě koeficientu stejnolehlosti. Jestliže nebude mít kružnice k‘ s některou z přímek p a q žádný společný bod, úloha nebude mít řešení. Nejmenší koeficient je takový, pro který se bude kružnice k‘ dotýkat jedné z přímek p a q [image: image17.png]


a s druhou z nich bude mít dva společné body.

Nalezení této kružnice k‘ je samostatná úloha využívající stejnolehlost. Máme najít kružnici k‘, která je s kružnicí k stejnolehlá podle středu A a která se dotýká přímky q. Sestrojíme-li tečnu kružnice k, která je rovnoběžná s přímkou q a označíme-li bod dotyku T, pak průsečík T‘ přímky AT s přímkou q je bodem dotyku kružnice k‘ s přímkou q. Krajní koeficient stejnolehlosti je tedy koeficient, který je dán podílem poloměrů kružnic k‘ a k (navíc – kružnice k‘ musí mít větší poloměr než k).
9) Je dán obdélník ABCD, bod S a kružnice k. Sestrojte obdélník LMNK podobný s obdélníkem ABCD (podle pořadí vrcholů) pro který platí, že M leží na kružnici k, LM || AB a S je průsečík úhlopříček obdélníku KLMN. (Střed i koeficient je třeba najít.)

Řešení.
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Označme X průsečík úhlopříček obdélníku ABCD. Protože mají být obdélníky ABCD a KLMN podobné a s rovnoběžnými stranami, existuje stejnolehlost, ve které je jeden obrazem druhého. Střed této stejnolehlosti musí ležet na přímce XS. Dle musí platit, že obrazem úhlopříčky např. BD je úsečka s BD rovnoběžná procházející bodem X. Sestrojme proto bodem S přímku p rovnoběžnou s přímkou BD a nalezněme průsečík přímky p s kružnicí k. Tento průsečík je obraz jednoho z vrcholů B nebo D – uvažujme dále že bodu B – a je to tedy bod M. Průsečík přímek XS a BM je střed uvažované stejnolehlosti. Pomocí tohoto středu sestrojíme zbývající vrcholy obdélníku KLMN.

Pro případ, že bod B je vzorem bodu M mohou být dvě řešení – přímka p může mít dva průsečíky s kružnicí k. Budeme-li pracovat s bodem D, získáme tatáž řešení.
10) Je dána kružnice k, přímka p a body X a Y. Sestrojte trojúhelník ABC, jestliže bod X dělí stranu AC v poměru 2 : 3, AX je kratší úsek, bod Y dělí stranu BC v poměru 3 : 4, BY je kratší úsek, bod A leží na kružnici k a bod B leží na přímce p. (Dvě stejnolehlosti, středy i koeficienty jsou dány.)

Řešení.
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Bod C je obrazem bodu A ve stejnolehlosti se středem v bodě X a s koeficientem 
[image: image8.wmf], proto leží na kružnici k‘, která je obrazem kružnice k v této stejnolehlosti. Bod C je zároveň obrazem bodu B ve stejnolehlosti s koeficientem 
[image: image9.wmf], leží proto na přímce p‘, která je obrazem přímky p v této stejnolehlosti. Bod C je průsečíkem přímky p‘ s kružnicí k‘, zbývající vrcholy nalezneme pomocí přímek CX a CY a jejich průsečíků s kružnicí k a přímkou p.

Počet řešení závisí na počtu průsečíků přímky p‘ a kružnice k‘.
_1233168656.unknown

_1233246295.unknown

_1233251429.unknown

_1233251519.unknown

_1233246512.unknown

_1233168666.unknown

_1233156974.unknown

